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1. De rechte lijn.
Beschouw een vaste rechte 1. Kies hierop een vast punt O. De plagts
van een willekeurig punt P op 1 is dan bepaald door de afstand OP en de

~

“richting van OP,

Men is gewoon om op 1 &&n richting de positieve te neemen en de
andere de negatleve.

Onder de codrdinaat van het punt P t.0.v, O verstaat men het getal
+a als a de lengte van OP veorstelt en OP de positieve richting ep 1 -
aangeeft; men verstaat hieronder -a als a de lengte van OF voorstelt en
CP met de negatieve richting van 1 samenvalt. |

Uitersard is de lengte ven OP eerst bepaald, nadat op 1 een lengte-
eenhedid is aangenomen. Deze denken we in het vervolg gegeven. Vaak kiest
men hiervoor de cm. :

Het pumt O wordt oorsprong genoemd. De codrdinaat van O is nual,

Flk punt op 1 heeft één coordinaat; bij elk gegeven retel getal a
is éé&n punt te vinden, dat a als coordinaat bezit.

Men zegt in dit gevael dat er een één-éénduidig verband bestazt

tussen de reéle getallen en de punten op de rechte lijn,

De bovengegeven definitie van codrdinazat heeft het voordeel, dat
- verschillerde formules; waarin coordinaten van punten sptreden, gelaig
zijn cnafhankelijk er van ef deze punten aan dezelfde of aan verschil-
lenden zijde van het punt O liggen. Als wvoorbeeld noemen we de afstands-
formule voor 2 punten P1 en P2 resp. meﬁ coordinaten x, en X, Men heeft

1
B, B=lx, -x,l
Hierin stelt het symboocl xai veor de waarde van het getal a, afgezien

van het teken, dus bv. {+ 3j=3; |- 2} = 2,

s

Opg. 1. Bewijs dat de afstand der bovengenoemde punten P en %& eveneans
wordt gegeven door de formule

P 2=V )2

Opg. 2. Bewijs dat de coordlnaat van het midden van het 1i jnstuk P P |

2
gegeven wordt door -J~§—~& s Wwaarin %, wederom de coordlnaien resps

van 31 en Pgavoorstellen.

*

en XZ
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Beschouw op de rechte 1 twee vaste punten A en B en een punt P.
Laat de verhouding der afstanden PA en PB gelijk zijn aan m : n. Men
zegt nu dat P het lijnstuk AB in de verhouding m : n ef - m : n ver-
deelt al near gelang P wel of nisttussen A en B gelegen is.

Als P het lijnstuk AB in de verhouding "\ t) verdeelt, en de coor-
dinaten van P, A en B resp. gelijk zijn aan p, a en b, heeft men

e
I N~ 0

-

Ovge 3. Bewijs deze formule, zowel in het geval dat A 2N positief is,
als in het geval dat A A negatief is.

Opg. 4. Bestaat er één-&énduidig verband tussen de verhoudingen > PIA
en de punten P?

§2. Plaatsbepaling in het platte vlak.

Men beschouwt twee willekeurige elkaar snijdende rechten OX en OY.
De X-coordimaat, ook wel abscis genmemd, van een punt P is de van

passend teken veorziene lengte van OA; de / |
Y-coordineat ook wel ordinaat genaamd, is -_F?,z";__.»m m{’“}
de vanupassend“teken voorziene lengte van / ,

OB. Hierbij is A het snijpunt van CX en de / /

rechte door P evenwijdig met OY ;3 B dat van 0 Ja A
3Y en de rechte door P evenwijdig met OX. / mn

De rechten O en OV heten codrdinaat-assen. )X noemt ook wel
de X-as; OV de Y-as.

Het punt O heet oorsprong. De coordinaten van O zijn (0,0). Men is
gewoon de coordinaten x en ¥y van een punt O als volgt aan te geven:
P(X:y)o

Er bestaat cen é4n-éénduidig verband tussen de punten van het platte
vlak en de getallenparen (x,y).

Is L\/OX recht, dan spreekt men van een rechthoekig ceordiveten—
stelsel (of assenstclsel). Is LY7JX # 90°, dan van een scheefhoekig
coordinatenstelsel (of assenstelsel),

Opg. 1. Teken de punten (3,4); (-2,5); (-4,0); (0,-7) bij een willekeurig
a2n te nemen coordinatenstelsel.

Opg. 2. Bewijs dat meetkundige plaats der punten, waarvan de X-coordinaat
gelijk is aan nul, bestaat uit de :“f"-—as.

Men drukt dit meestal anders uit, nl.:

"De vergelijking der Y -as luidt x = 0.
Opge 3, Wat is de vergelijking der X-as?
Opg. 4. Van welke lijn is de vergelijking x = 4?3: =a? y = b?
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Opg. 5. Gegeven zijn twee punten (2,4) en (6,2). Bepaal de co'érdinaten
van het midden van het lijnstuk, dat deze punten verbindt.

Opg. 6. Hetzelfde voor de punten (x1 ,7, ) en (x,,7, )

Opg. 7. Bij een rechthoekig assenstelsel bepale men de afstand van

het punt (3,4) tot de corsprong. Bvencens van (x,y) tot de oorsprong.
Opg. 8. De afstand van de punten (X‘I ,y,x) en (xz,,y2 ) is

—V(JQ;‘XQ )* +{y, -3, )+ 2 (x,- x, )y, - % Ycos WJ

Hierin is w de hoek Y0X der coordinaatassen.
. G. Als een punt P {(x,v) het lijnstuk P P in de verhouding m : n
verdnelt (verg. C> 1) dan geldt

n x,+m x, ny+my,

X=—FFE VT

¥+

Opg. 10. Bewijs dat de coordimaten {x,y) van het zwaartepunt van een
A B, B gegeven worden door

__.x:“‘zﬂc& . R/ +y,>a
X =- 3 — 9 y - 3 °

Een geheel andere wijze van plaatsbepaling van een punt in hed
platte vlak geschiedt als volgt.
Kies een willekeurige rechte OX (Ois een vast punt).

‘Dan is een punt P éénduidig bepazld door de ’K'F"’['zjcfff;)
lengteé r der afstand OP en de hoek ¢=~LPOX L

(deze wordt gewoonlijk in radialen geme- Pl

ten). Men schrijft dan P(r,¢ ) en noemt ,5" ‘ X

r en "f de poolcoordingten van P.

O heet pool; (X psolas;ZPOX poolhoek; (yP  voerstraal.
Opg, 1l. Van een punt zijn de rech'thoeklge coordinaten (6,6). Hoe
greot zijn de poolcoordlna“ten""

Opg., 12, Van een punt zijn de poolcodrdinaten (4’.& Y. Hoe greot zijn
de rechthoekige coordinaten? '

Zoals uit het bovenstaande blijkt, bestaat er een verband tussen
de poolcoérdinaten en de rechthoekige coordinaten van een punt.-

Opg. 13. Is gegeven een punt P(x,y), bewijs dan dat men voor de pool-

coordinaten vindt
2 Y
= x* + y? ;('70=bgtg-——: .

Opg. 14. Zijngegeven de poolcodrdinaten (r,cla) van een punt, bewijs dan
dat men hieruii voor de rechthoekige coordinaten (x,y) vindt |
x=rcos?> : y=rsin({).
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Men is gewoon bij de pooicoardinaten (r,qﬂ van een punt het getal r

p051tlef te rekenen. Nodig is dit niet.
Che. §s Toon anan dat de poolcoorﬂlnaien van het punt (r#y) ook voor-
gesteld kunnen worden door (-r,® +1T),

De in opgave 13 en 14 genoemde formules worden transformatiefor-
mules genoemd. Zij leren ons coordinaten van een punt, uit andere
coordinaten bepalen.

-~

2 3. Krommen voorgesteld door vergelijkingen,

Indien de mectkundige plaats der punten (x,y), wearvan de coor-

dinaten x en y voldoen aan een relatie f£(x,y) = O, bestaat uit een
aantal krommen en/of rechten, dan zegt men dat deze krommen en/of
rechten tot vergelijking hebben £(x,y)= 0. Men noemt f£(x,y)= O de ver-
gelijking van dat stel krommen en/ef rechten.

Opg. 1. Wat is de vergelijking der x-as?

Opg. 2. Wat is de vergelijking der bisectrix van /‘/0%79

Opg. 3., Zi} =2 een gegeven getal. Van welke rechte is x = a de verge—
1ijking? _

Opg. 4., Waarvan is y = a de vergelijking?

Opg. 5. De vergelijking y = m x stelt bij gegeven m een rechte lijn
door de oorsprong voor. De richting dier lijn wordt bepaald door m.
Opg. 6. Bij een rechthoekig codrdinatenstelsel is m = tgig ’ waarin<p
de hoek aangeeft tussen de beschouwde rechte- en de positieve x=-as.

Het in opgave 5 en 6 genoemde getal m heet de richtingscoéfficiént
van de rechte y=m x.
De vergelijking
y=mX +n
stelt evenecns een rechte voor. Is n # O, dan gaat deze niet door de
eorsprong. De rechte loopt evenwijdig met y = m x en ontstaat hlerult

door verschuiving ever cen afstand n in de richting der positieve
,V"'&S.

Opg. 7. Teken bij een gegeven assenstelsel de rechten

=3x+2 y=x-1; y=-x+2; 2x +3y-=
Opg. 8. De vergelijking van iecdere in het platte vlak gelegen rechte
is van niet hoger dan de ccrste graad in X en y.

Omgekeerd beschouwen we de meest algemene vergelijking van de
ecrste graad in x en y.. Deze luidt

ax +by-=
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Hierin stellen a,b en ¢ gegeven reéle getallen voor. Immers is b # 0,
dan brengen we de vergelijking in de gedaante y = - % x + %, welke
laatste vergelijking blijkens het voorgaande ecen rechte lijn voorstelt.
Is echter b = O, dan luidt de vergelijking ax = c. Onderstel a # O

{wanrom mag dat)? Dan vindt men x = % , hetgecn eveneens een rechte

voorstelt.
In poolcoordinaten luidt de meest algemenc vergelijking van een

rechte (op grond van de in § 2 gegeven transformatieformules)s

aTcosgy + brsiny. = c.

Deze uitkomst kunnen wij nog omvormen door t¢ stellen tgox = - %
waarna men vindt \\\\\
r sin (X -3) = % sin<? . ()
Opg. 9. Leid deze betrekking direct S V/Ab \\\
meetkundig af, (zie figuur). e
Vervolgens beschouwen we enige © a-

veorbeelden van vergelijkingen van niet

r . “
g zullen we verder met rechthoekige coordinaten

of poolcoordinaten werken.

rechte lijnen. In deze

De cirkel met straal d en middelpmat in de oorsprong heeft tot
vergelijking x>+ y%=4°7%,
Opg. 10. Bewijs dit.
Opg. 11, Wat is de vergelijking in poolcoordinnten van deze cirkel?

Opg. 12. Dec cirkel met straal 4 en middelpunt (a,b) heeft tot vergellg—

.
«_i

king (x-—-fm)2 + (y - b)* = a-.
Opg. 13. Stelt de vergelijking

4x°+ 4y -8x-4y=11
ook een cirkel veor?
Opg. 14. Onderzoek of de vergelijking.xz‘+ y2'+ ax + by + ¢ = 0 ecn
cirkel voorstelt. Hierin zijn a, b en c gegeven redle getallen.

Zoals uit bovenstaande voorbeclden blijkt, wordt een cirkel voor—
gesteld deor een bepaalde soort van vergelijkingen van de twecde graad.
Dit is niet alleen een eigenschap van cirkels, maar ook van ellipsen,
hyperbolen en parabolen. ILater zal blijken welk type krommen in het
algemcen door een vergelijking van de tweede graad wordt voorgesteld.

Thans beschouwen wij nog even de vergelijkingen der genoemde krom-

men in bijzondere gevallen,
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De dlips is de meetkundige plaats der punten, waarvan de som der

afstanden tot twee vaste gegeven punten constant is. De vaste punten
heten brandpunten; hun verbindingslijn de lange as der ellips; hun

middénloodlijn korte as. Om de vergelijking der ellips te bepalen kiezen
we het coardinateﬁstelsel zo, dat de x-as langs de lange en de y-as
langs de kortc as der ellips valt. Noem de coordimaten van het ene
\

brandpunt F(c,0). ¢ '

s . _— ?(35)8)
Dan zijn die van het andere
E(-c,0). Zij P{x,y) een ‘ E_—"lo | N X
willekeurig punt ven de ellips. \

Dan is PF + PE = 2a (constant). \w‘/

Wegens % 2 (opg. 8) geldt dan

y ) . ,"
Wiz =) +y% +V{(x+c)®+y2=o2a,
"rw 2. // 2
dus y(x+c) +y° = 2a - \/(X—-c) +
2 b4 ~ : \ .'; ’
dus (x+c) +3 =42°+ (x =~c) +y° -4a V(X - ) +y?
- ~
dus a= -xc¢c =2 [/ (x -¢c) +
4 - z " "~ 2 PR
dus a -2a’xc+x°cl=a"%x=-2a"xc+a‘c+ A g
: 2 =z 2 2
dus ;\{Z(a'Z - o )+ ydakﬂ 2 (a" - ¢?).

Men herleidt dit meestal nog verder door in te¢ voeren een grootheid

V;zd:~§2 . Jegens PE + PF>EF (waarom?) is 2a:>20 dus 2 - éﬁ>0,

zodat b cen reéle grootheid is. Men vindt dan 5; + Z; 1.
a b

b

]

Aan deze vergelijking merken we op

° net tweedegraad karakter.

2% gdat x2 wel maar x zelf niet optreedt. Zodra dus een punt (x,y) op
de ellips ligt, is dat cok het geval met een punt (-x,y). Men zegt dat
de ellips symmetrisch is ten opzichte van de Y- as.

3° dat y* welgmaar v zelf niet optrecdt. Behalve (x,y) liggen dus ook
(xy~y),(=x,~y) ep de ellips. De ellips is dus symmetrisch ten opzichte
ven de beide coordinaatassen,

Opg. 15, Bepanl de snijpunten van de ¢llips met de coordinaatassen.

De hyperbool is de meetkundigé plaats der punten, waarvan het ver-
schil der afstanden tot 2 gegeven punten (brandpunten gensamd) constamnt

ise
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Kies het coordinatenstelsel analoog als bij da Qlllps. Men heeft
dan voor een willekourig punt ’

P(x,y) der hyporbool

e L s e, e et o

VQX+0) 5= V(mc) 4y =2n

1"x
of T
\(x~c) +y° - v(x+c) +y *23
| s |
Opz. 16. Leid hieruit af (b° = ¢”- a® stellende) de vergelijking van
de hyperbool . z
S
a’ b

Opg. 17. Bewijs de symmetrie der hyperbool ten opzichte van xX-as en
y-as en bepaal de snijpunten van de hyperbool met‘zijn assen.

Terwijl de ellips een gesloten kromme is, evenals de cirkel,; is
dat niet met de hyperbool het geval.

De parabool is de meetkundige plaats der punten, die gelijke af-
standen hebben tot een vast gegeven punt {brandpunt genaamd} en een
vaste gegeven rechte {richtlijn genaamd). Om de vergelijking van de
parabool af te leiden kieze men de X-as door het brandpunt en loodrecht
op de richtlijn en de Y-as evenwijdig aan de richtlijn op gelijke af-
stand van brandpunt en richtlijn.

Onderstel de lengte der afstand van brandpunt tot richtlijn gelijk
aan p. Voor de coordinaten van een willekeurig punt P (x,y) van de

parabool geldt dan Yt i
\ Vs et v e \ ?(X5Y)
X+ %p= V’(X - 3% D)A'+ v L
dus na herleiding B 5 \
- o F X
¥F°= 2 D X.

Opg. 18.Is de parabool symmetrisch ten
epzichte van de X-as en van de Y-as?

Behalve ellips, hyperbool en parabool zijn er nog ardere figuren,
waarvan de vergelijking in x en y van de tweede graad is. Als voorbecld

nemen we de vergelijking x g 4 y =0 waarvoor we eok kunnen schrijven
(x -2 y}(x + 2 y)~ 0. Blx punt P(x,y), dat ligt op de figuur met ver=-
gelijking x< 4y = 0 heeft coordlnaten, die voldoen of gan x - 2y =0

of aan x + 2y = 0, Het punt P is dus gelegen: of op de rechte Xx = 2y= 0
ef op de rechte x + 2y = 0. De beschouwde vergelijking stelt dus twee
rechte lijnen veor.
Opg. 19. Welke figuur wordt voorgesteld door

x*e g = 0; dcor (y =~ 2) = 0; door x (x-1)(x~y)=0 2
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Wij geven nog een paar voorbeelden van krommen van hogere graad.

Beschouw een cirkel met straal a.

Door een puntAvan de cirkel trekt men een willekeurige koorde, die
de cirkel nogmaals in B snijdt. Men verlengt deze koorde AB met een
constan%tﬁgr lengte c. Gevraagd de meetkundige plaats der uiteinden der

verlengde koorden, als deze om het .

punt A draaien. - g e
Wij bvepalen de vergelijking der . T4

gevraggde meetkundige plaats eerst in ‘Aéuuqﬁ%ﬂfghéaﬁh‘

poolcwordinaten. Kies het punt A tot »
oorsprong en de poolas door het mid- .
delpunt van de gegeven cirkel. Zij nu

C een punt der m.p. met codrdimaten

(r,2» ). Dan vinden we direct de vergelijking in poolcodrdinaten
i
r=2a cos?ﬁ+ c .

Wij vinden hieruit de vergelijking in rechthoekige coordinaten. Men
he=1Tt coscf = % , dus

r2 =2ax+cr,
dus (F + y% -2 ax)? = P x® + ¥ .

Ditmeal vinden we een vergelijking van de 4® graad in x en y. De gevon-

|

den kromme heet limagon van Fascal. Het speciale geval ¢ = Za levert
gen figuur, die men cardioide noemt.

Opg. 20. Toon aan dat de in rechthoekige coodrdimten gevonden vergelij-
king ook die punten bevat, die men verkrijgt door de keorde AB met de
lengte ¢ te verkorten.

Men beschouwe een vast punt A en een rechte k niet door A. Een
willekeurige rechte door A snijdt k in B. Men verlengt AB met een
lengte ¢. De m.p. der uiteinden der zo gevonden punten is een figuur,
die conchoide (of schulptrek) wordt genocemd.

Opg. 21. Kies de oorsprong in A en de poolas door A en loocdrecht op k.
Bepaal de vergelijking der gezochte kromme eerst in poolcoordinaten en
daarna in rechthoekige coordinaten. ‘

Men vindt: a

T = cosy

+ C

(x2 + y"'j)(x--d):3 = 2 39,

Ope. 22, Beschouw een middellijn AB van een cirkel. Trek door A een

willckeurige rechte, diz de cirkel in C en de raaklijn in B aan de
cirkel in D snijdt. Bepaal tusscn A en D ep AD een punt P, zodanig dat
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AP = CD. Witelt de beschouwde rechte om A, dan beschrijft P een kromme,

die cissoide (klimoplijn) van Diocles wordt genoemd. Bepaal daarvan de

vergelijking.

Opg235. Twee luodrechte rechten a en b snijden elkaar in O. Een lijnstuk

AB van constante lengte 2c beweegt zo, dat A ep a en B op b blijft. Be-

paal de vergelijking der meetkundige plaats van de projectie van O op AB.

(vierbladig roset).

Ope. 24. Een bewegende rechte a gant deor de oorsprong O. <1y Aeen vazt

punt.Zij B de projectie van A cp a. Zij C het spiegelpunt van B t.o0.v.

OA. Bepaal de vergelijking der m.p. der prcjectie van C op a. (trifolium

van de Longchamps).

Opg.25. Bepaal de vergelijking der m.p. der punten P ,waarvoor bij gege-

ven punten A en B het product PA.PB constant is (=cg)-1n het geval

c=% AB ontstaat een kromme, die lemniscaat van Bernoulli wordt genoemd.
Een geheel andere wijze van bepalmnivan een kromme bestaat daarin,

§§ﬁayan e}% yﬁfﬁ (x&yXRY?nvgg §55m35 P%%? direct de relatie tussen x en y

de waarée der cedrdinaten x en y geeft als funcﬁles .van een hulpgrootheid

Avameter)t
(paranmeter) x = £(t); ¥y = g(t).

Bij iedere waarde van t vindt men dan een of meer punten (x,y) der kromme.
Voorbeeld: X =73ty y = 4t.
Elk punt der hierdoor bepaalde figuur, is door de keuze van t vastgelegd.
De vergelijking van deze figuur vindt men door het verband tussen x en y
op te sporen, ongeacht de waarde van t, of 2z0als men dit uitdrukt, doorxr
eliminatie van t. In dit geval vindt meny = % X
Opg. 26. Bepaal de vergelijking der kromme

x =4t + 3; y = 2t - 1.
Opg«27. Bewijs dat de vergelijkingen

X =ab +b; y =ct +4d
een rechte lijn voorstellen.

Ogps 28. Bepaal de vergelijking dcg kromme
2t . _ 1-t©

X = Yy = N
1442 1442 > .2
Opr. 29. Om een parametervoorstelling van de punten der ellips E? + 1§ =1

a b~
te vinden, stellen we x = a cosy Het getal qltreedt hier op als para-

meter. Welke betrekking vindt men voor y als functie van ¢ 7
In het getal a = b = 1 vinmdt men dezelfde figuur als in opg.27. Wat i
het verband tussen de daar optredende parameter t en de parambter
Opz. 30. Bepaal een parametervoorstelling van de hyperbool —§ Xi
a b
door te stellen x = a sec( ,
Opz.31. Voor de parabool y2 = 2px heeft men nls parametervoorste lllgg
.t

2
= 2pt“; y = 2pt. Een anderc parametervoorstelling isy =+; x = 55



A.M 10

§ 4. Algemene eigenschappen van Xrommen.

In deze § bischouwen we kromaen met vergelijking £(x, y) = O, waarin
f(x, y) een vecltern in x en y voorstelt. Zo'n kromae heet een alge-
braischne lropme.

. 0"

Zoals we reeds zagen is een kromme symmetiisch t.o.v. de X-as, als
de vergelijking onveranderd blijft als y door -y wordt vervangen, d. w.g.
als in de vergelijking slechts even ef slechts cneven machten van y
optreden,

Opz. 1. Hoe ziet men aan de vergelijking van cen kromme of deze symme-—
trisch is t.o0.v, de Y-as?

Een kromme is symmetriseh t.o0.v. de eorsprong, als de vergelijking
ongewijzigd blijft als x door -x en tegelijkertijd y deor -y wordt ver—
vangen.

Dit is het geval als in deﬂuitgewerkte“vergelijking der kromme
slechts termen xrys optreden met even som r + s ef slechts termen metor-
even som r + S.

Opg. 2. Als ecn kromme symmetrisch is t.0.v. X-as en +t0.v. y-as, is zij
symmetrisch t.o0.v. de ocorsprong.

De snijpunten van twee krommen f£(x,y)= 0 en g(x,y)= 0 zijn die
punten (x,y), die voldoen aan deze beide betrekkingen zodat men deze
en slechts deze punten vindt door het stelsel vergelijkingenr in de

twece enbekenden X en y

flx,y)=0; glx,y)=0 .

op te lossen.
Opg. 3. Bepaal de snijpunt{en) van de x-as en de rechte y = 3x + 6; van
de y-as en de rechte y = 3x + 63

van de cirkel x + ¥y = 25 en de rechte y = 3x - 5;
2

H

1

o]
van de cirkel x° + ¥ 1 en de rechte y = 1.

In het laatste geval virndt men slechts €4n snijpunt of zoals men
het wvaak uitdrukt twee samenvallende snijpunten. MYen zegt in dit geval
dat de beschouwde rechte cn cirkel elkaar raken.

Wil men de snijpunten bepalen van de rechte y = 2 en de cirkel
x2 + y2 = 1, dan vindt men geen punten met recle cocrdinaten. Opdat
toch de regel blijve gelden, dat cirkel en rechte twee snijpunten ge-
meen hebben is men gewoon het (reele) platte vlak uit te breiden tet
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het complexe platte vlak door pumten met niet redle coordimten even—
eens in de beschouwingen ep te nemen. Zo zeogt men, dat de: punten
(i'/3,2) en (-i}fS,z) snijpunten zijh*Birkel en rechte. Ecn punt met
minstens €én niet reéle~codrdinaat heet imaginair.

Het is duidelijk dat punten met niet recle cedrdimmten niet te
tekenen zijn. Toch spreckt men van het midden van het rechte verbin-
dingsstuk van twee punten met nict refle coordinaten (x,y) en (x,,¥5).
In analegie met het geval, dat beide punten redle codrdinaten hebben,
bedoelt men hiermede het punt

fr% Vit '

’ ) .

2 z

Opz. 4. Kan dit midden recel zijn, zonder dat de eorspronkelijke punten
het zijn?

Een rechte lijny = m x + n met nict redle m bevat ten hoogste &én
reeel punt, Zo'n lijn heet imaginair.
6pg. 5. Bevat ecn rechte twee recle punten, dan bevat ze cr oneindig
veel.
Opg. 6. Bepaal het reéle punt, dat op de rechte

(1+i)y=(2+i)x+3 +4 i

Opg. 7. Bevat de rechte y = 2 x + 3 ook niet reele punten?
Opg. 8, Is de rechte
(1 + 1) y + x =(2 + i} {x31)+1 .

imaginair?

Opg. 9. De vergelijking x2 + 1 = 0 stelt twec rechten voor. Bewijs dit.
Wat stelt de vergelijking xg + y2 = 0 voor?

Opg. 10. Bepasl de snijpunten van de ellipi: hyperbool}met de verbin-
dihgslijn hunner brandpunten en de middenloodlijn ervan. Deze snij-—
punten worden teppen genoemd.

Bepaal eok de fomen van de parabool, dat zijn do snijpunten van
parabool en de rechte deor het brandpunmt loodrecht ep de richtlijn ge-—
trekken.

Opg. 11. Het snijpunt van twee toegevoegd complexe rechten (dat zijn
rechteny =mXx +neny =T X + 7, waarin m en o en a0k n en n tsege~
voegd cemplex zijn) is recel.

Een vorm f(x,y) heet homogeen van de graad k, als men heeft

f£(tx,ty)= % £(x,y).
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Voorbeelden van homogene vormen zijn

XZ + Y2: Xy + Xz - YQ’ sin %7 (X“'ﬁY)} (4x - y) .

Is f(x,y) homogeen, dan bevat de kromme f(x,y)= O, naast ieder
punt (x,y) ook elk punt (tx,ty), d.w.z. als een purmt P op deze kromme
ligt, dan ligt ook elk punt van de rechte Yqybindingslijn OP op deze
kromme. De¢ kromme bevat dus, zodra zij eeﬁ”%hnt P bevat, een reele
rechte door O. |

De kromme f(x,y)= 0, waarin f(x,y) homogeen is, stelt in het alge-
meen een aantal rechten door O voor. De richtingscoéfficient m van zo'n
rechte vinden we door de substitutie y = mx, wiarna de vergelijking
overgaat in f(x,mx)= 0, dus

= £(1,m)= 0,

Jus afgezien van x = O een vergelijking van een of andere greaad in m,
lie een aantal al of niet reele wortels m bezit, die de richtingscoéf-
ficiénten der rechten aamwijzen, die deor de vergelijking worden voor-
gesteld,

Opg. 12. Bepaal de Snijpunteh.der kKrommen

2 2

X" - y2 =0c¢nx"~-1=20,

. e e Y
De algebraische vergelijking van de n graal I{x y) =0 van een

kromme is in de gedaante
£, (x,y) + f7lw1(x,y) + oaae fq (x,y) =0

te brengen. Hierbij wordt onder f, verstaan het homogene aggregaat
van termen die in f(x,y) optreden, welke in x en y samen van de v°©
graad (v=0, ..., n); £, (x,y) stelt dus een cors tante voor. Het is dui-
delijk dat als deze constante nul is, de kromme bepaald door f£(x,y)=0
door de oorsprong gaat. Wij zullen in dit geval de betekenis van de
rechte f, (x,y)=0 nagaan. ,

7Zij y=mx een willekeurige rechte door 0. Wij trachten nu een
rechte met cen zodanige richting(scoefficient) te bepalen dat deze in
0 raskt asn de gegeven kromme f(x,y)=0. Het is dus nodig dat men bij
het bepalen der snijpunten van f(x,y)=0 en y=mx ten minste twee maal
het punt (0,0) vindt. De snijpunten bepalen we, zoals bekend is, door
oplossen der beide vergelijkingen. Dit geschiedt b.v. door substitutie
van y=mx in f{x,y)=8, hetgeen oplevert f{x,mx)=0, dus

£, (x,me) + £ (x,mx) + ... + f (x,mx) + £,(x,mx) =0,
dus, wegens de homogeniteit der vormen £, £, .4 «eo; T £,

(1) x"t_(1,m) +x" e (L,m) + ... + x7£,(1,m) + xf;(1,m) =0

Dit is ecn vergelijking van de graad n in x. Deze moet ten minste
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twee maal demclfde wortel x = O opleveren. Dat x = 0 aan deze vergelij—
king voldoet is evident (wamrom?); verder zal x = 0 een tenminsté
"dubbele" wortel dezer vergelijking zijn, als deze niet alleen de
factor x-, maar zelfs de factor x2 bevat, d.w.z. als de coefficiBnt van
¥ zelf nul is. Wij zien dus dat de rechte y=mx dan en slechts dan in O
aan de kromme f(x,y)=0 ramrki als het getal m zo wordt gekozen, dat
fi(l,m)=0 is. In de »~ Ctijk vindt men deze waarde van m en tevens de
vergelijking der gezochte rechtc direct door te nemen
f.;r(XyY)’:O;.

want onderstel, dat f{(x,g) de gedaante ax + by heeft, dan is de rich-
tinscodfficisnt dezer rechte gelijk aan -% 2n men vindt deze wanrde juist
door te nemen
fl(l,m}=0, wart dit levert 2.1 + b.m =0, dus m = -%.
Het is duidelijk, dat, als in de vorm f(x,y}=0 geen termecn van de ecr-
ste graad optreden, in de vergelijking (1) de term xfl(l,m) wegvalt,
dew.z. elkc rechte door de oorsprong snijdt onze kromme in twee samen—
vallende punten. In dit geval is de oorsprolz een dubbelpunt der kromme
{mits natuurlijk nict de termen van de tweede grand eveneens alle weg-
vallen, want dan krijgt men een dricevoudig punt cenz.) Bij een tweevou-
dig punt van de kromme zijn twee rechten die de kromme aldaar in drie
samenvallende punten te snijden. Wij bhevalen de richtingscoefficiént
m van zo'n rechte y=mx. Dit getal m moet zo zijn, dat in (1) ook de term
met x2 wegvalt, want het linkerlid van (1) moet declbazar zijn door x7,.
Merp; bereikt dl‘t door te nemen f,{(1,m)} =Q. zij f,(x,y) van de gedaante >
ax” + bxy + cy Het getal m moet dan voldoen aan fz(l,m) =g + bm + cm =
= 0, waaruit in het algemeen twee wanrden van m volgen., De vergelijkin-
gen der gezochte twee raaklijnen zijn hierdoor bepaz=ld. Evenals in het
bovenbeschouwde geval worden deze direct gegeven door fz(X,Y) = 0 te
stellen, dus uit ax + bxy + cy2 = 0, want van de hierdoor bepaalde
rechten voldoen de richtingscogffici&nten m aan a + bm + cm2 = 0,

Hierbij zij nog opgemcrky:, dat de wortels dezer vergelijking
van de twecde grand hetzi]
le. redel en verschillend zijn; dan is O een dubbelpunt met verschillen-
| de reé€le rasklijnen, hetgeen cen knooppunt wordt genoemd.
2ev samenvallen; dan vallen de beide rasklijnen in O samen; O heet een

keerpunt. ‘
%e. toegevoegd complex zijn; in dit geval is O een geisoleerd dubbel-
purt .
Op analoge wijzc blijkt gat de oorsprong een p-voudig punt is van de
kromme f(x,y) = 0, als
fl(XrY) = fg(xyy} = . f (x,y) =0,

dew.2. de coefficiénten van alle gedeclten van 1agere graad dan de

(p + 1)° nul zijn, terwijl tenminste &én codfficiént van f_, . (x,y) niet

p+l



AM. 13

nul is. De p rasklijnen in de %dorsprong vindt men den door fp+1(X,y)=0
te stellen.
Opg, 12. Bepaal de aard van d¢ oorsprong cn de rasklijnen in de oor-

sprong van elk der volgende krommens

a) Parabool y2 = 2px;
o o

b) Leomniscant (x2 + y2)2 = Saz(xL - v9)
2 - ax(xz _ yE)

.

¢) Trifolium van de Tongchamps (x2 + ¥y ;

2
ol y
d) Limagen (x2 + y2 - 2ax)° = c2§x° + y°).

Bij de kromme f(x,y) = x + y3 + x

P s 9

2

is
fl(x7Y) = X=¥w
De oorsprong is dus enkelvoudig punt met rasklijn y=x«

Bepanld men de snijpunten van deze rechte met de kromme, dan

geeft substitutie van y = x het resultant x4 £ x0 = 0; zodat deze

ranklijn in h:t enkelvoudige punt O drie samenvallende snijpunten met
de kromre gemeen heeft. In dit geval heet de oorsprong esn buigpunt en
de rechte y = x buigranklijn. Bij de kromme x +y +x°-y =x - y=0 blijkt
de rocklijn y = x"het enkelvoudige punt O z21fs 4 samenvallende punten
met de kromme gemeen te hebben., In dit geval is O een buigpunt van hoger
(de vierde) orde.

Opg. 33. Toon aan, dat bij de lemniscaat

(x2+32)2 - 2&2(x2»y2)

de in epgave 12 gevonden raaklijnen beide buigraakiiinen zijn.

Ten slotte behandelen we nog een elementaire methode <m de maxi-
ma, de minima en de meest links en rechts gelegen punten van een krcmme
te bepalen.

Nemen wij als vocrbeeld de kromme

X2+y2+4x+3¥ =0, -
Ben rechte y=a, evenwijdig met de x-as, heeft snijpunten met de kromme,
die bepaald werden door de wortels van de na substitutie verkregen ver-
gelijking
(1) x° 4 4x + 8+ 3a =0 .
Men vindt in bepanlde gevallen twee wortels, die de gezochte snijpunten
bepalen. Het kan echter gebeuren, dat de wertels samenvallen, in welk
geval men met een maximum of minimum te doen kan hebben. De wortels 2z
en z, van de vierkantsvergeliiking (1) vallen dan en slechts dan samen
als de discriminant 16-4(a°+3a) = 0 is. We vinden dat dit optresdt
bij al=l of bij a,= ~4. In het ecerste geval is dus de rechte y=1 een
ragklijn. Het raakpunt heeft een x—cebrdinaat die bepaald i Ae~- (1),
dwz. in dit geval doer x2+4x+4 = 0, dus x==2. De rechte y=1 raakt dus
aan de beschouwde kromme in het punt (-2,1). Bvenze vindt men dat de
rechte y=-4 de kremme raskt in het pumt (-2,-4). Dit laatste punt bljkt
een minimum te zijn van de kromme, terwijl (-2,1) een maximum is.



A i, 14

Opg. 13. Bepaal de waxima en minima en de meest links en reclits gele-
Zen punten van

a) lemniscazi (x2 + y2)2 = 2a2(x2 - y2).

b) parabool y2 = DX. ,
(oI

¢) trifolium (x2 + y°)° = ax(xz - 32)'

Qpo.. 14. Bepaal maxics en minipe en aard van de oorsorons en de raak-
lijn(en) aldacr van de “romie
X+ 3x

fome- SRS A Dt

+ 4 '

R

™

§ 5. Trunsformatics.

Nacst elk punt P(x,y) in het ovlatte vliak beschouwen wij een punt
P'(x',y'), wanrin x' = x + a3 y' = y + by hierin stellen a en b vaste
setallen voor, On deze wijze ontstaat een punt-vervanischap, wsarbij
can clk punt P een niecuw nunt P' is toegevoegd., Deze vervantschap is
zodanig dat bij een willekeurig punt Q slechts één punt P te vinden
is dat dc eigenschan heeft,dat het punt P' sanenvatt met P,

Men zegt dat de formules

(x' = x + a
(l) (y‘:y_‘_b

een punt transformatis voorstellen. Zoals we zagen is deze één-&éndui-
dig. De oors_rong gast over in het nunt (a,bd), terwiil het punt
(-a, =-b) door do tranrsoraatie oversact in de ocorsorons.

et is duideir i dat de transformatiecforasules (1) een verschui-
ving of ftranslatic veorstellen.

De tronsformatic laat geen enkel punt oo zijn vlaats.

¥ij kunnen aan de formulcs (1) ook nog een gohecel undere bete-
kenis hcochten. Denken wo het assenstelsel 20y zodanlig evenwijdéig aan
zichzelf verschoven, dat het in de stand x'30'v' koat, waearbij O' net
punt (--a,-b) is, dan iton men de codrdinaten (x,y) van een nmnt ¥ t.o0.v.
het stelscl xCy vergelijken net de codrdineten (x',y') van hetzolfde
punt P' t.o.v. het stelsel x'C'y', lien vindt dan dat het verband tussen
(z,¥) en {x',y') evencens wordt gegeven door de forrules (1).

De formules (1) hevben dus twee betckeonissens:
le. Bij eenzelide assensiclsel een transforustie van punten
2e, H:t vordbend tussen d¢ codrdinaten van eelzefde punt bi; verschil--
lende assensgtelsels. T

De formules (1) hebben de cixenschap dat figuren er door ovor-
gsan in nleuwe figurcn, dic congruent zijn met de oorsjrontielijke.

Datzelfde geschivdt ook bij ecen goheel ander type van veangfor-
Aatic fornules, dic wij thans gaan bepalen,

Beschouw twee asscnstclsels wet Tasscnhockon &fawbd; die de
oorsnrong geueen hebben., Om het verband tussen de codrdinaten (x,y) en
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(x',y') van eenzelfde punt P bij .

beide stelsels cp te ., cren, merhen ‘ ( Y,
we op dat de gcheve (in de richtin, \'

van Oy') projectieve van O.P op de Ox' / i

ag gelijlk is aen OO = x'. Dus heeft / s X
men als £y0x =¢ en £y '0x' =w' is en e e
de hoek tussen de overecnkomstie
agsen van beide stelsels x bedraagt 5 - A -X

S“\n‘f)’ S, 27

K (o' +a) S (K+tole)

— »

5;&;,(.»«,)" S“"l:'lw’
en —. P Lim fLh-x) e (o n
glree AT OASEe L oy | )
Sin 0 Sim ¢ S {7 S €

De transformatieformles iluiden dus

X 2 oo +ox ) 4 Sir (ol + Wwd)
= ( + Y S |

(SN | Som 0’
(2)
P Sim /c.u-o<)
ylo = 2 4 d
¥ G’ S !

Behalve aln transformatiefiormule van codrdinaten lan men de formules

(2) in het geval w = wf ook opvatten als punt transformaticformules,
wacrbij aan een punt P met cobrdinaten (x,y) ten opzichte van een as-
gsenstelsel yOx wordt toegevoegd een niewr punt P' met cobrdinaten (x',y*)
ten opzichte van hetzelfde assenstelsel. P' ontstaat dan uit P door een
rotatie om O over een hoek - . Het is van belan’ het speciale geval
te beschouwen, dat W' = v is enu willekeuriy in vell jeval de foruu-
les (2) luiden )

X' %o +;;} casf La—ol )

C‘/f: - ”}‘"{f] Ceor X,

(3)

Dit is dus de over{un' van rechthoeliie naar scheefhoskige cqordin%t@n..
Is bovendien W= - dem krijgen wi}
.
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(4)

% x'—:—- X Codx +-g Sh'\a(

/ N s
= =X Som x + Cerd o
7 XY et

Wij merken nog even op dat bij elk der transformaties (1), (2), (3) en
,(4l opgevat alg punt transformaties,een rechte lijn weer overgaat in
een rechte lijn. Dit is meetkundig evident. Om te berekenen in welke
rechte de lijn y = mx + n b.v. door de¢ transformatie (3) overgaat,
gean ij ecrst iets anders doen.

Tij. bepalen de inverse of omgehcerde transformatie van transior-
matie (3), dus die transformatie, die x en y uitdrukt in x' en y'. Deze
isg e vinden door oplossen van x (resp. y) uit de beide vergelijkingen
(3). Het resultaat is cehter ook direct te voorspellen, want (3) geeft
het verband weer tussen de codrdinaten (x,y) en (x',y') van een punt P
waarbij L ¥Cx' =X . _Hot omgckeerde verband tussen (xz',y') . cn (x,y)
vindt men door uitzaande van het stelsel x*0y'over een hoek ot terug
te draaien, waardoor mcn het stelsel yOx vindt. Verwisselt men dus in
(3) x en x*, o0k y en y' en vervangt men & door -, dan ontstaan de
tormules van de omgekeerde transformatie

+ 4o
X = xoooo/..y Srn oy
= x5 o4 "Cﬂ-—gc(
2

Het is nu duidelijk dat dc rechte y = mx + n door (4) overgaat in een
rechte, vant de vergelijkingen (5) geven na substitutic in y = mx + n
direct de in x' en y' lincairc betrekking

(5)

[ / / 7 .
b QMCX#'JM‘JO(:: I X GMD{—???J ‘S""“D(-)— '7*1,3

die cen rechte voorgtelt.

Opsie 1. Toon algebraisch aan dat door de transformatic (1) en ook door
de tronsformatice(4) een willekeurige cirkel

 (%-2)2 4 (y-b)2 = ¥?
weer overgaat in een cirkel.

Opgs_2. Gegeven zijn de punten (244) cen (3,6). Taor komt het midden
van de verbindingslijn dezer punten te liggen na de transformatie (4)

met X = {7 P é— 7

De meest algemene verplaatsing in het platte vialk is ontstaan te
denlen uit een translatic on een rotatic. Terken we verder met recht-
hocrige codrdinaten, dan gaat een punt (x,y) door de rotatie over in
het zunt (x cosg - ¥y sing , X sinx + y cosx ), waarna Ge translatic
het overvoert in het punt (x',y') mct
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’ L
Mom X X - f Thee 4 AL

(6) éﬂ’ = X So ow;{;/m«x r 4,

Een trangformatic van Lict type

J‘-~'-.==. ¢ ‘é,
- frxz as + (71‘(:

({7“—’* o x +€\7.¢7[

gtelt echter nict stouds cen verylaatsing voor, went vergelijkt men
dc transformatic (7) mot (6), dan zict on dat

2

(8) a.—.c;b=~«d5a +b2=10

Is hicraan voldaan,dan bestaat cr als a, b, ¢, 4 re#el zijn ecn hock
¢ mctwp= a; sing = d, dus dan stcld (7) voor een draaiffng en toge-
lijkertijd een verschuiving.

dan ecn gzser clomentair veoorbeeld is ook direct te zien, dat
in het algemeen (7) zecn itranstormatic voorstelt, die als ccn ver-
rlaatsing kan wordcen op_cvat. 1mrncrs bij com verplaatsing moet de af-
stand tusson fwec p gg;§w§§1, y1l_g§%(x2, ¥p) dezelfde blijven. Deze
afstand is i/(x1 - xE)“ + (y1 - ye) .

Na do transformatic (7) vindt men de punmben (xj,¥j ) on (xxj,yé )

met ’ /_ '
€, = dfg-ié%ﬂ + § X’y = aﬂx2-+ff¢fz-bcz

\ /
2(5/,'3 ‘%’-ﬂ’“‘iy, +f en \%,i:. dx, ey, xf

Do afstand der nicuwc punten is

\/(XI: Xz,;)z "'[,%{'52_,,) 2

¢n hicrvoor vindt men na invellen

J :
Vrsd) (n-x) v 2labacte ) -> Ny 9.0 + /€ e ) (9520

Daar dcge gelijk mowt zijn aan de¢ oorsgpronkclijke cfstand voor elke

keuze van Ge punten (xf,yf) cn (xz,ya) vindt ncn

&2 + de = 1; b2 + 32 = 1; ab + de = O.
Uit de laatste betrci-liing vol_t in verbund met dec cerste e¢n tweede
relatic
eifat+a?) et = a'etra’ € =a?,
dus a = + ¢. I8 a = ¢, dan vingt men b = -d, juist overcenkomstip (8).
Is a = -¢, dug b = d en gtelt mcn cos g = e, sinzf = G4, dan
kxrijst men voor de transfoructie (7)
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x'= _x cogep g Semp
I : , |
\f{ I N X '1;y6%n’9” %*frj

dan vindt men, afgezien van ecn Graaiing bepaal&'daor Wen een ver—
schuiving bepasld door ¢ en f, velke transformaties tezamen luiden

¥

2L V= Xcrgp = Smap v e
y L ~g o 4mf;;

dat nog een transformatie

x= _x
i
éy éy (spiegcling)

dient te worden toegevoegd. De meegt algemsne linecire transformatie
in het BEuclidische platte vlak, die fisuren met behoud van afstanden
transformeert, bestaat uit een combinatie van een rotatie, translatie
en een spiegelinge.

Tij geven tenslotte een zeer belangrijke toepassing van de gevon-
den transformatieformules.

Beschour een in rechthoekize codrdinaten gegeven kromme van de
tweede graad

F(T,y)= avcz-{-'gﬂf\y‘i‘tjz +a/>r-+£f/+f_

Wij wensen te onderzoeken of er transfornaties bestaan, die deze krom-
me brengen in een der drie vormen, die wij in § 3 als vergelijkingen
van ellips hyperbool en parabool vonden.

Stelt £(x,y) een ellips of hyperbool voor, dan bezit de kromme
een middelpunt. Tij verschuiven het codrdinatenstelsel door een trans-
formatie

!
(9) * = tm
O‘,f: \7,'1'-’31
zo, dat de nieuve ocorsprong in in het middeliunt van onze kromme komt
te liggen. In het nieuwe assgenstelsel is dan de Lkromme symmetrisch ten
opzichte van de oorsprong, dus de termen van de eerste graad in x' en

y' moeten daarin ontbreken. 7ij passen nu de transformatie (9) toe op
f(x,y: en vinden els resultaat dat i(x,y) de gedaante

Pq r o E A / /
g/fggm uwfﬁx#+ay’+gx+ﬁytf
aanneemt, waarin
o{-g.-oo‘,)/}-m:«@’a"-"—-cjgﬂ 2am 3 &wd, £ = ‘g‘m + 2C™ +€,)
F=am*s€omns ent pdm - enstf = Flmn),
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De kerste graadstermen ontbreken dcn en slechts dan |
(10). 200 + €m s d = O

'g«m + 2 +-€ =0

Hieruit kan men m en n berekenen mits deze betrekkingen niet strijdig

of afhankelijk zijn. Wij gaan eerst cpart deze uitzonderingsgevallen
na. De vergelijkingen zijn afhankelijk als

a @r 3:2c=0{ e,
8telt men elk dezer verhoudingen gelijk aan s, dan vindt men
F(Y;y)a- o (3x4.5)2_,m efsx+y)+ f= ¢ (Sx+5+1‘,)(: x+_y+zi))
maarin t1 on.'l.;2 de wortels zijn van de vierlkantsvergelijking cx2 +

+ eX + 1 =0, In dit geval stelt de geseven kromme twee (al of niet
semenvallende en &l of niet reele rechten voor).
Zijn de verzelijkingen (10) strijdig dan heeft men

Qa:éwzg:ac%o{:e,

Er is geen middelpunt te vinden. Wij vervachten "dus® een parabool.
Stcl weer Qp: 4= , dan vindt men

F(?,(j)m C(SJ(“&U)&%‘ d’Df«Ley—i—F.

Hierop pasusen we de transiormatie

s ! / ¢
= —S _ ol
Vsis Vgz+ s é(
/ (

toe. Daardoor gaat F(x,y) over in

G {5+ £s5-&
(Ve > Lete oo 2o g% f=o

SI.}»,; V~SL41 >
dus
I ds+e 'y, es-od 7
> f”““)% x C{S?‘+I)SZ g+ TS
dus als men =y 1t ofs+ £ stelt
3C(SZ+J)3‘/Z

JCMQ.;,«QS—&" ! ;é — SG{S*‘ %1 =0

el )Yz J T s lac(s?+ )
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dus als men

b

) 34
P Iy S £ (dseed® g e(st+/>
| J st ‘/clfsiw)s ec—a
stelt

n? es-of 7

S c(sa-,)%g =2
zodat dus na een draaiing en een verschuiving wij inderdaad een para-
bool vinden. Yij merken nog op de overgang van y' op y'' mogelijk is
daar in de noemer dezer transformatieformule het getal es-d optreedt,
dat £ 0 is, daar d : e £ s is. De coefficiént van y" in de laatste
vergelijking is dus eveneens £ 0. Hen kan zich overtuigen dat als
¢ =0, dus wegens 2a : b =Db : 2¢ ook b = 0, de vergelijking F(x,y) =
= ax2 +dx +ey+ fmet 22 : b Ad e, dus e £ O eveneens een para-
bool oplevert. In dit geval is draaiing van het cotrdinatenstelsel
overbodig. Men kan volstaan met verschuivingen.

De beide uitzonderingsgevallen tredem op als 2a : b = b : 2¢, dus
als bz - 4ac = 0 is.

Nu keren we teru; tot ‘.t geval, dat het stelsel (10) wel oplos-
baar is naar de onbekenden m en n (dus b2 - 4ac £ 0. Heeft men hieruit
op de normale wijze m en n bepaald, dan vindt men de transformatiefor-
mules (9). Hierdoor gaat F(x,y) over in de gedaante G(x',y') =
= ax'2 + bx'y' + cy'2 +F.

Het getaljr ig te berckenen door substitutie der gevonden waarden
ven m en n in F= F(m,n). Het kan schter iets vlugger gevonden worden
op de volzende wijze

F{m}n)-a aml‘a»g'mn 4»(‘7;?‘_;.‘,(,,,, +£m+f
= i{”?/?“"" +=8m) +¢m (g’m +2c'n) +a(m+£‘n+][

=l —tme vdmyem af = fmds fmesf

en hierin substitueren we pag de uit (10) gevonden waarden van m en n
waarna men vindt

N cd?+aeﬂuéye—+fézwqacf
f”’" ,gz“qnc

2

Het geval F=0 dus cd2 + ae“ - bde + 12 - 4acf = 0 kan apart wor-
den bekeken, want dan luidt de vergelijking na de gedane verschuiving
van het assenstelsel
' ) 2 ! fz___
ax +€*x5 +cy''=0,

welke vergelijking zoals we al weten twee reele of twee toegevbegd
complexe rechten door de nieuwe corsprong 0' voorstelt, Deze rechten
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kunnen wegens b2 - 4ac £ O niet samenvallen.

"7¢ beschouwen nu het geval f,é 0, daar cd? + ae
- 4act £ O.
Onze vergelijking

G079 Y= ax 4 €x'y’r ey’ s F =0

gaan we nu transformeren door een draaiing

. / /] 1 R
X = X TCy oy - I o
(11) 78 , \7

e 1
) SR PNV, Cod
+Y X,

2 _ bde + b2 -

waarna zij overgaat in

2. , ) "
x’ﬁy’f)’; A’Df.” —f- B Dc”'y ’+C3

1’2 + F‘
Hierin is
D= acr ol + ESmorcov 4.0 SA2ox
B = ~2a8m ocooex +~@(@alo¢-fﬂ%¢) 20 S oy GO
C = a i 2ex "gﬁ-a’;cxmq +C oo

F= F.
7ij merken op dat in de bekende standaard-vormen der vergelijking van
ellips en hyperbool de berm met xy ontbreekt. Derhalve zullen we de
draaiingshoek ( zo kiezen dat B = 0 1a, dus

(C._a) Smm 2o ¥ gczea.é‘«;(:.e()_>

£

oL —C.

dus

€7 2oy =

Hierdoor vindt men twee hoeen 2¢ met 0 < 2o < 2T (zelfs als a = c;
hoe groot is o dan?), die v verschillen, dus wij vinden twee hoeken
o« , die T verschillen (verklaar dit).

Is « gevonden dan zijn A en C bepaald, dus ook de vorm H(x%#,y%).
Voor de berekening van A en € gaan wij als volgt te werk. Uit

52c>¢~«—~volg’c Cor 2o = __f_.,g_.e,n RS- TV — , dus
V[ﬁ e+ bt V(a-c)*+8*

A:x a[”'w“" )+Q(/’:_f_fiﬁi)+:é.&s«2at
axe ala-c) - b* cfa-c)

2

' 2V (a-c)T 42

a+c —c)t + ™
- el _‘(ﬂ C.) = C’(_ﬁ *“\/ZQ*C)Z“'{L

z 2\/[a-c) +4~ z

=
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inaloog vindt men C a+rc \/ (a-c)r 42

Z. s
De vorm - >
Ax" +Cqyr + F=o
stelt cen ellips voor als A en C hetzelide teiken hebben, een hyperbool
als A en € versgchillend tekcen hebben.
In het corste geval is .A.C pos*‘ticf, in het&tweede nezatief. Tegens
2
AC = C”’C (("‘Q) ) f, qJQ) vinden we ellips_als b2—4ac < 0

en ecn hyperbool als b -dac >0, terwijl we een parabool vindea als
b2«-4ao = 0. '

Tij geven tenslotte de gevonden resultaten nog even tezamen weer,
Tij voercen ter afkorting in

D= €%4ac; b= cd®tae* Lole+{b*-Yacf
7ij merken op det in het geval 23 : b =D : 2¢ =d : e geldt A= 0,
ter—ijl bij 22 : b =b : 2¢ £4 : ¢ goldt £ O.
Tij zien dus dat onze vorm P(X,y) = O voorstelt in het gevals
I. D=0 a) A=0 Twecec evemvijdige rechten
) b) 44 0 Een parabool

II. D>0 a) A=0 Twee snijdende rechten
L) AA 0 Ien hyperbool

III. D<0 a) A= 0 Twee snijdende (imaginaire) rechten
b) A4 C Ten ellips.
In geval Ia valt nog op te merken, dat de rechtcen kunnensamenval-

len.
In geval IIIb kan natﬁurlijk naast een kromme van het {type

2+, 4t xt gt . . .
== + 21,::/ ock optreden ol *—%n“'f shetgeen men een imaginaire
cllips nocmtbs
Opmerking. , ,
il men bij de cirkel x2+y_2+dx+by+f = Q0 het cobrdinatenstelsel zo

kiezen dat dc standaard-vorm x2+y2 = p optreedt, dan kan men volstaan

" met een verschuiving. Vil men t0ch draaien, dan vindt men voor de

draaiingshoek ¢ ’é :
by .= =2— = @ _ o
J S a-c -y O °

dus O( is onbepaald (verklaar 4ait!)

Cnge 3. Breng in de gtandaardgzedaante en teken daarna de kromme
52 x* ~72 20/-*73\7 +72x_~/‘46j +57 =0
Opgs_4. Hetzelfde voor de kromme Xy = pz.
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8. 6. _Determinantens

Tenst men de vergelijlkingen

(1) o faxet
o + jgaf
op te lossen, dan vindt men door do gebruikelijke metiode van optellen
Cn af vn.lxw.f.]
- Loty ya- e
Ra - {:O& J.j‘“ S~ 4o 2
mivs /561_. £ +¢o is. D¢ uitdrukling /"5@..—@;3( speelt blijkbaar een
belangrijlkc rol bij het stelsel (1).
Vienst men het stelsel
ax + 5\!7 +~C > = o
o X - /g\’j 4—{2 - rS-
Ax + By + Cx = D
op te lossen, dan kun men weer zijn toevliucht nemen tot de mcthode van
optellen cn aftrekken cn vindt o.a.

FIR)

(2)

ABC-d By 4+ §Bc-8LC +DLy -Df3c
aﬂC—aBdf + ot Be- x£C * A@/——Aﬁc

De noemer van dezc breuk is voor het stelsel (2) van dezelfde beteke-
nis als de vorm ﬁﬂ,,{cx voor het stelsel (1). ovens merken we op,
dat zowel bij de oplossing x van stelsel (1) als bij die van stelsel
(2) d¢ teller cen‘azwloge structuur heeft als d¢ noemer, Voor uit-
drultkingen als dcze gaan wij na ecen andere schrijiwijze imoerén.

Beperlion wij ons cerst tot het stelsel (l), den schrijven we
de gevonden waarden van X en y ecnvoudiger door het symbool }/“ g }

: " g

in te voeren. Dit noerncn wij een deteriiinant van de tweedc orde. Te ’
kenncn cr do wvearde ps -~ gr aaan boe, zodat dc oplossingen van stelsel

(1) ludiden :
c g I @ C
2 Y

} o & ) ? I a £ }

x (3 & I

Voor dec voor (1) belangrijke uvitdrukiing a/3 @o( hebben we dus nu
dc schrijfwijze @ ingevoerd.

Q(

I =

(o4

S

>Re
o e

Alvorons we ecn betelkenis hechten aan het sy‘n‘oool
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voeren we cerst het begriy pernuvtatie in.
‘ Den permvtatic van cer aaut.l objectenn 8y Goy seey 8y ig de in
willeleurise voljorde opseschreven rij dezer objecten.
Bij triee objecton ay en <, zijn twee periwutaties moselijk n.l.
84y 2, ch 8y 24e Het aantal mogelijke permutvaties van n objecten is
gemalclijl tec berelenen. Immers op de cerste plcats ltan elk der ob-
jecter serlaatst werden, het.cecén n mogelijkheden gecft. Nadat de cerste
placts bezet iz, blijven er voor de n-l overize ocbjecten n-1 plaatsen
over, waarover zij willekeuripy gepcermuteerd kunnen wordeu. Het aantal
perimataties van n objecten is dus n maal zo sroot als dat van n-—-1 ob-
jeeten. Dit laotste aantal is weer n-1 maal z0 groot als het aantal
permutatics van n-2 odjecten enz., zodat men uiteindelijk voor het ze-
zochtc aantal permutatics van n objccten het getal n{n-1)(n-2)e..3.2.1=
= n! vindt,

Beschourt men ecn eantal genummerdc objeeten Qg 8oy eess By dan
kan ien de permutaties hicrvan verdelen in evens on onevenc. Men 1ot
n.t. op dc optredende indices on telt het aantal index-paren, waarbi]
cen hoere index vooraigaat aan ecn lageve. Men zogt dat zo'a paar
een inverse vormb. Is dit cven, dan hect de permutatic even; is het
aanval oneven, dauir oncven. %o is b.v. dit aantel bij de peruutatie a4
Q1 Eps gy B3 gelijk aan 3 (immers mcn heeft a, voor ag, ook a, voor
a, cn ag voor a3), dus d¢ permutatic is oneven.

Mvwvorens tot dc definitic van decterminant over tc gaan, lciden we
nog cen cigenschap van permutaties af. Dezce luidt:

Stelling: Veorwisselt men twee elementen in een permutatie, dan veran-—
dert de pariteit (= hot coven of omeven zijn) hiervan.
Voor hcet bovijs beschouwen we een pernumtatie

T s
Het wverschll in karakter van deze pernutatics wordt gevonden door slecht
te lctten op du gedeclten Cpossves 85 8N 8y wese A, (waarom?)

Onderstecl dat cr tusscn a, en ag juist n setallen stawcn, woaxvan
er ny zijn dic ecn groterc index dan r hebben en Do die een klcinere
index dan r hebbon; voorts n, die cen grotere index hebbeuw dan s en

Ny, dic cen kleinerc index hebben dan 8. Men heeft dan n,+n,= 3+n4=n.

e o v B ser s.sce B e e en de verwisselde ...as....ar...

et eontal inversice in Qeesely is dan gelijk aan n2+n3 of n2+n3+l
&l near r <« s of r > 8. In age+-a, is dit n1+n4r1of ngtng, al naar
r < 3 of r> g. Het verschil der aantallen is dus n2+n3~n1~n4~1 of
n2+n3~n1wn4+l, dus 2n~2n1*2n43 1, dus oncven, waarmee de stelling be-
wegen is.

Nu gean wij over tot de definitic van een determinant van de n°
ordc. Eon doterminant van de n® orde is eon quadratisch getallenschema
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(.1'“ %g_“' f’!"n
Ry Gz gy

L I O

(kortweg geschreven !arsj)
a::,v a’?i T ﬂ””

waaraean cen getallconwaarde wordt toegekend, die men de waarde van de
deterniinant nocmb.

Deze waarde definicren tre als volgt.

Vorm alle produvcteon van één element uit de corste rij, één uit de
tweede i) en één uit de derde rij en wel zo, dat zo'n product juist
één cleoment uit icderc kolom bevat. (E.v. voor het getal n = 3 doot
het product 844330853 MmeS, maar het product a21a32aé3 niet). Tij geven
aan ¢lk dicr prodveten volpens c¢ir nader aan te geven regel cen teken
en tellen de zo verkregen producten op. De gevonden som nocmt men de
vaarde van de doeterminant. Tij hebben nu nof de telkenrcgel aan te ge-
ven, dic ons uitsluitsel gecft of voor cconm der gevormde producten het
+ %olin of het - teken moct vorden ge laatst. Hicrtoe beschouwen we
zo 1 product ¢n rangschilken de factoren zoweaniy dat de cerste indices
respe 1y 2, 3, sésy 0 zijn. Zo schrijvea wij in het geval n = 3 de
tern 311a3za23 dus in d¢ gedaante a11a23832. Hu letten wij op dc tweede
indicos van clke facteor in dc opgeschreven term. In het beschouwde
bijzondere govel zijn dit de getallen 1, 3, 2. Voruecn die tweede in—
diccs cen cven permutatie, dan zetten we voor de beschouwde toerm het

+ tc¢'en, is dic permutatic oncven dan een -- teken.

‘ au “fz
QZI

Voorbcelde

_—

@y P R VP FUIN

want in dc ccrste term vornen de tweede indices 1 ¢m 2 een even permu-
tatic, in dc twecde terii zijn deze echter 2, 1, dus die permutatice ism
OnCvVen.

Opg. 1. Berckon dc raarde ven de determinant

ﬂ,, a/; ‘913
a:r Q?? qz.}

Ay, A3 Az )
Sariue zof cen'rcgcl aan om direcct ccn determinant van de 3e
orde e berckencon. Hij schrecef n.l. het volgende getallenschoma op

@, @, 9, a, aq,
" a;\: 'b\(\, 1/, 2

a \ ,m : a
2y 2 3 7 Y2

ay; A3z Wiy ey, @i,
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cn voride er de 6 door lijumen asngegeven producten uit, De dric pro-
ductcn in do richting 844855833 krij.cn ¢lk het + tcken, de anderc
drie et - tcken. Do som der 6 zo gevonden producton ig Juist dec waardc
van dc determinant (Regel van Sarrus).

Opg._ 2. Bercken dc waarde van de determinant
a, o o o O
ai’l &?2.. O 0 O
By, B3 A3y ) (&)
Ry %42 P4y QAyy O

A5 4gy Asy 95y A<

Opg. 3. Bercken

a, O Q,, ©

O Q; O Qg
qs; 0 %33 ©
0 A, O “uy

Ong. 4. Bereken

2 7 6
9 s [~360 )
, .
Opge Do Voor de in %’3‘ beschouwod e Vormen D em A heet
mem o B o
’_D:)@ 20_“) LB wg| e e
A e 2[
E)ewj's ot .
Beschouwt men cen willekeurige term a, s 8y 4 - P -
] 2 Cr Sy
dc on’cw:tkkellnﬂ van de determinant van de n°® orde ) atg )) dan isg het
om het telien van deze term te bepalen, niet nodig dc factoren zo tc

rangschikken dat de ecrste indices resp. 1, 2, +¢+, n worden. Yij be-
wijzen n.1. dat het token in desze term gelijk is aan dc som van het
aantal inversies van de indiccs r en het aantal inversies van de indi-
ces, Hiertoc verwisselen wij ecns in het beschouwde product twee facto-
ren aﬁvgv S B Hierdoor verandert het cantal inversics in de in-
dices r cn ook in de¢ indices s met een oneven bedrag hun som dus met
cen cven bedrag., Door nu net zo lang factoren te verwisselan botdat

de volgorde der cerste indices gelijk geworden is aan 1, 2, sse, 1,

is de som der aantallen inversies van de indices r en van de indices

s met cen cven bedrag veranderd. Daar in het nieuw gpgegehrewen pro-
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duct de indices r geen inversies bezitten, is dus het aantal inversies
in de indices_s daarom (afgezien van een even getal) gelijk aan de som
der aantallcen inversies in de indices r en de indices s in het oorspron-
kelijke product zodat deze som het teken bepaalt van dit product in de
berekening van de waarde der determinent. '

Voorbeeld: De ternm 8oq 8y4 a32 843 heeft in de eergte indiceg de
inversies (2,1), (4,3), (4,1), (3,1) en in de tweede indices de inver-
sies (4,2), (4,3), het totale aantal is dus 6. Zou men de factoren
rangschikken dcau vindt men a13 a 32 Bya3 waarin de tweede indices
de inversies (3,1), (3,2) bezitten dus.een even aantal minder dan 6.

In een Wlllekeuriru term der ultoewvrkte= determinant van de n® orde
is het teken dus (~)R+S, waarin R en S8 resp. de aantallen inversies in
de indices TyavessTy ©N SyyeeeySy voorstellen. et is duidelijk dat
hieruit volgt, dat cen determinant nict van waarde verandert, als men
haar om de hoofddiagonaal (dit is de verbindingsrechte van de elemen—

ten ag4 a22...ann) laat wentelen (d.w.z. elk tweetal elementen 8.y en

agn. vervisselt). Immers hierna ontstaat een determinant dle alle ter-
men van de oorgpronkclijke bevat cn wel met een teken (- ) : dus met
hotzelfde teben als de oorspronkelijke determinant.

s d a b a ¢
Zo is dus Cdtéd
ven de clementen daarven natuurlijk or hun plaats.

Definitic: sen determinant heet symmetrisch als zij door wenteling

L Bij wenteling om de hoofddiagonaal blij-

om de hoofddiagonaal in zichzelf overgaat, dus als 8.4 = 8gn. VOOr alle
combinatics (r,s) met r =1, 2, eev, N en 8 =1, 2, eeey, n. Zo is dus
a 4
z‘é | gymmetrisch, maar & {l niet.
¢ a

Een determinant heet scheef symmetrisch als voor elk paar (r,s)
gelat 8.y = "8

De determinant
(waarom?) .

K
l"é is in het algzemeen niet schecf-symmetrisch
Opg. 6. Dereken de waarde van de schocf--symmetrische determinanten

o a 4 c

O 2 3
~2 0 3 en a0 €4

| —¢ -~ 0 o

Stelling, Ecn schecf-symmetrische detcrminant van onsven orde is
mal.
Bewijs: Daar dc determinant bij wentelen om de hoofddiagonaal haar
wacrde behoudt, heeft men voor haar waarde D
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0 ag -+ 2, O —9a - A,
) —a,, C 1 Gy, a.m O L "'pn,,
D = s ) N == - |
~Fny Y et 7 - : )
~0p =% " %hm o ] @in az,a; T o

In de laatstc determinant heeft elk cleiient een teken dat tegenge=-
steld isg san dat van het overeenkomstige element in de oorspronkelijke
doetermiinant; €lk der opltredende termen in de laatste determinant is
dan gelijk gen dc overcenkomgtize in de oorspronkelijke, afgezien van
n factoren -1, dus de nicure determinant is gelijk aan (-}, 7e weten
cohter dat zij (olijk is aan U, dus D=(-)™D. Daar n oneven ondersteld
—as, heeft men V=-D, dus 2D=0, dus D=0.

In het voorgaande hiebben wij gebruil gemaalt van het feit, dat als
mon alle clementon van eon determinent met -1 vermenigvuldigt, de
waarde dor determinant met (»)‘ wordt vermenigveldigd. Geheel analoog
geldt: Vermenigvuldist men elk element van ecen determinant met ¢, dan
wordt do wasrde crvan nct ¢t vcrucﬂlﬁvuldlgd (bewlgs dit).

Opg. 1. Eoc verandert de wacrde van een determinant, als meon elk
clement van één bepaalde rij met ¢ vermenigvaldigt?

Opz. 8. Berclien
0 6a 34

- Q C
("‘g -2 O )

T7ij pean thens na hoce de waarde van een determinant verandert, als
men twee rijen verwisseldt, Beschouw dus de determinanten

Gy - - - A, Ay ' Q]
D=t 0.
17 % P en Dye|% -
th, [N . Q - ~ - ~ -
A &¢) a
- . - . - : Yall o - . Q/t.,,
a . .. . - e .
") a’n” Q,n, . - . Q,_,”

hb?lS duidelijk dat cen willekeurige tern a15 ...aps ...a ’ ...ans
van Dy ook in D2 optrcedt en omgckecrd. Het tulbn dezer “grm in D1 is

(-)® waarin S het aantal inversies in de indiccs s1..sp‘.sq..sn aan-
geeft. Be beschouwde term treedt ook in D2 op. 7ij gzeven tijdelijk

aq,i,...a.q gan resp. door b 1""’bpn cn ap1,..., on door b cevy b

qt? gn'

Onze term treedt dan 1n.D2 op als a1s bq%b"bps «.ab.M.Het aantal

1nvorsles hierin is de som der aantallcen inversies.in de l en 27 in-
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dices. Do 1° indicee zijn 1, 2, vesy, p=1, gy P+, «uv, a1, p, g#1,
eves Ny dus na 1 ruilinz 1, 2, <., p-1; Py P+ls «+vy, -1, q, g+1,
sesy ne Do 29 indices zijn 51--189“13 SP, 8P+1,¢-0, sq__qg Bq, Sq‘!.."

-+, 8, cn bovatton dus S inversies. De beschouwde term in D, wordt

[
dus voorzien van het telon (~)”+1. Iede:e term in D2 is derhalve tegen-
gesteld aan de correspondercide term in D1, dus D1 = —D2.

Te vindon zo dus de zeor belangrijke stelling:
Ver issclt min twee rijen van cen determinent dan verandert
deze van bteken en natuurlijk ook. verwissclt men twee olommen van
cen dcterminant, dan verandcrt desc vau telen.

Tocpassing. Heeft ecn determinant twee zelijke rijen, don verandert
dic deteruinant (dus ook de waarde D ervan) niet, als men dcze ver-
wisselt. inderzijds geat bij dic vervisseling dc waards D over in

~D, dus meu heelt D = ~D, waaruit volgt 2D = 0, dus D = O. Div levert
de

Stelling: wen determinant met {twee gelijke rijen (of met twee gelijke
kolommen) is gelijk acn nul.

Zijn dc clumenteon van cen rij een vast veelvoud a van die van een
anderc rij van ecu determinant, dan vindt men dat de oorspronkelijke
determinant cen ax zo grote waerde krijgt, als in dic anGere rij alle
elementen met & worden vormenigvuldigd. Dan ontstaat cchter ocn de—
terminant met twee gelijke rijen, dic volgens het bovenstaande nul is.
De oorspronkelijke determinant is dus ook nul. (Geldt het resultaat
ook als a = 0 is?).

Dit resvltaat is nog iets anders te formuleren:

Stelling. Heeft cen deteriiinant twee evenredime rijen (of twee even-
rodige kolomien), dan i3 haar wearde nul.
Toepassinse

3 4 6
paule Wl

Elk elcucnt van cen determinant treedt lincair op in de uitdruk-
king, die de waarde van de determinant aangeeft. Van deze opmerking
zullcn we verschillende kercn gebruik malien. Allerecerst blijkt hicr-
uit dat geldt

AL - -0 Py @y -t QA Ay " " Qi
- . -
G+ €y, Qp+ben | _ - .
= Ly o By, -+ &' . v 4‘”
a - a - - - - - -
i . PR nyy Q“' » m wa ; ] %i P aﬁ"

Gevolg: Teclt men bij een rij van ccn determinant een veclvoud van ecn
andoere rij,op, dan bLijft dc waarde ongewijsigd. Immers men heeft
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1 a" P a,h _(-a” . .")W C'L" ¢ ¢ - O/;q
- - — - *
Vi, vta o - Gy A =\ . " " ° +
1%y {a.“ untlQga, Gy Pyy T_(a?, e (Q?‘h
a” » . a,’,’n a’” ¢ - Qﬁly" \ ' Q’T” LR a”‘)")

. . ¢ .. . .
In dc laatstc deberminant lvidt de »7 rij ta81... tasn’ welke cvenre—~
dig is met dc clementen van de s© rij Agqeve g dug de laatste deter-
minant is nul, waaruit dc¢ bewering volgt.
Toenagging. Verificer elk der volsende gelijhtekens bij de berekening
van de determinant (¥ 4§

2 38
4 61
o hoot ’ ~
Men :luu;‘ﬁq - , ’_7 4 < ’;( 6 < N(_J’;‘ ,}{ )
» 38|=12%3% &8 |= 2 0 8 | = — o 2 8
4 & 4 oo =45 o 0 —f/5 o © IS
= ~[=6z). 2. (-5)==/3F
ata i
Zo ken mecn b.v. de determinant l) g 2 als volgth
ct o
herleiden ord | O
a_z~gi a-x@ Q C 6) q'*:gé.‘ 2 C‘) \:: /4,—-@){ 2¢? €c O
D= %1 g y 1= et e 4 oo
a+é o a-¢ o O
ol ONE-c)| L o) (a-&)(6-c) | €re o/
et < c” c 7

= {n—g)(g—C)(Q“'e) .

D¢ berckening van éege laatste determinant kan cok gcheel anders
geschicden. Men merke n.l. op, dat, als a=b is, dc determinant twec
gelijke rijen heeft, dus nul is. De deberminant is dan wegens de rest-
stelling decelbaar door a~b. Evenzo zicet men, dat zij deelbaar is door

b~-c en a~c. Dus
= (a-£)8-ca- c)f.

Daar D van dc derde graed is in a, b, cen ¢ téﬂamon, moet de factor
f con constante zijn, DBekijkt men dc hoofddiagonazl van D dan ziet men
dat in D cen ternm a2b optreedt. Deze.trcedt ook in het uitgewerkte
product (a-b)(b-c){a-c) op dus £ = 1. ’

Op analoge wijzc vindt men
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Opg. 9. Bewijs

/I 2 3
O 2 |{=p
-1 01
Opse_10. Bereken
I 4SS 2
/I o 0 1
! ? !
2 P -4 2
Opg. 1l. Bereken
| %3 %
@34?1
}C Cc !/
Cpz._ 12. Berchen
o 23 ~-¥
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Opg._13. Bercken de detcrmiinanten
[a £ & ¢-
4 a & £
4 4 ad
£ 8 8 a

“a
C
2

>

= (o- é)/fz ) a-oYa-e) (8- Q)(e A)E- exw>

ﬂxe)ﬁ¥~&)

(Van der Mondc).

)

(a#@-é(‘.) /"‘* 6)(~-c)/'g’- (’-)_

oo 8
fC{‘Z } an l / C‘% Qi /
¢ o '

QB&--Eia Los x op uit de vergelijking

a+x b ¢ o
a b¥x ¢ of O
o A cvx o =M
o« & o dix

Opg. 15, Los x op uit

It

7Zoals wij rceds cerder opmerlken, treedt
J P ’

2
9‘0-""

o>

in de¢ waardc der detorminant
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bevatten zijn van do gedaanio

z 27

14
L“> Qulyy < --Qmn
=3
S

waarin 1 hot eantal inversics ig dat optreedt in de rij 1, Ths r3,...,

Merken wij op dat de som van de

Tys dus in de ri}j Tos r3, esey Ty '
n
' > «‘“.m e *oa LR ] i 26 17 T i
termen (=) 8op 83n a . Juist gelijk is aan
2 3 »
a22 . v A az.,‘
Ay + 7 R | >

dan zicn wij dat de factor van €41 juist dic dcterminant is, dic men
krijst door in de oorspronkcelijke determinant de eerste rij cm de cer-
- gtc kolom t¢ schrappens. :

Schrapt men in cen determinant ‘ars\'van"de n°® orde de pu rij en

qe kolom, dan ontstaat cci nicuwe determinant van de (n---‘l)e orde, dic

men de minor nocmt van het clecment apq. "Tij schrijven hiervoor mpq.

7ij vonden dus boven dat de factor van het clement 844 in dc¢ ontwikke-
linz van dc dcterminant (ars‘ juist gelijk is aan Dyqe

~znst men de factor te vinden, wearmcee cen willekcuris clement apq

. . . . e _ ..
in d¢ ontwilkkeling van optrecdt, dan gasn wij ccrst de rij
s r e

* > L C 48 . .
achterecnvolgens moet de (p-1)%, (p-2)%, sy 2°, 1° rij verwissclen cn

e c e
dasrna de q° kolowm achtercenvolgens met de (g=1)", (a=2) "y eeey 2,
5 - . . + .
1 kolom. Tr ontstaat dan cocn determinant, dic (-)P™% maal zo groot is
als 4c¢ oorspronkelijkce determinant. De nieuwe determinant hecft de ge-

daante
17 / A, .- a. N
[ , n'fl.’ 1 a/,_,)? 21,9 Am 1
f.'l/w B, Ay - 4}_,), c?/hw,) vee Ay,

v

.
. . ?
.

Q - .
e Y Y T e B A

’

a.
s Mges W gwr e gir Grygar e Trga

! ! ' » I ,

&f”'& ﬂ)h 02;) a/‘_\,!n Q,O'FI)Y} e . /I,,,n

dvs hicrin is oz grond van hot reeds afgeleide resultaat de factor van

apo juist gelijk ean de minor mpq van het clcment %m:indo oorspronke-—

lijke determinant,; in de corspronkelijke determinant zelve is de cocffi-

iont van a_ dus zelijk aan (=)PT9 m ., e zullen de factor (=)P¥L m
cicn n o8y J (=) g A tor (-) Py

voortaan nct ﬁpq aanduiden.
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Tenst men de determinant (ars\ t¢ berekenen, dan merke men op dat in

. rd O > > .~
clkc term prceics één cloment van dc p- rij optrecdt. Dus mcen hecft

o] o 2 o

tervijl wij nv weten, dat  f,= ,L‘;/)/) 7@:,43,,% e 7[;;” A”V’ , dus

. ga)
}Q,L,s?-:-_ aﬁ/Afb’+af?A/52 A ¥ a n/‘}pv':‘ yg— Q/W A/w’

Men nocmt dit laatste rcesuvltaat de ontwikkeling van de determinant
larss naar é¢ clementen van dc p° rij.

Pospagsing.

—_ B3
P3¢ S /7/
')2 ?):Zaw/)zvz/-?é

N 9
(
00
N

Noh
+
Cc
~ o
AN

b5 6 —~H 5 4 I'# _
3 / O?a O‘ } o o /‘ w}: i 17 -/} —-?2 ~9‘9
20 3 4= f_% , 3 67 bl=|-1 o o©
o1 %5 -3 4 Y -3 4 7 T -8 -
S TS X
' . “q 6 x
- (=1 5; *’Il :23%295‘:-‘ $2.

Opg, 15. Bercken de determinant

w N~
My -~ pts
~ wiv Wi~
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T7ij vonden hierboven dat voor de waarde A van de determinant

1
ia

. rsl zelat

A =

by
<

M=y

2 2 m A

7ij kunnen nu ook direct de waarde bepalen van de

m

som die

men 1':'cijc,'“!: als men de elementen van een rij met de minoren

van een andere rij vermeny§vuld1ﬂt en die producten optelt.

Immers men vindt dan

La,,

ar~1

at,_‘

@r+1

e *

an 1

-. P Y - a1n
L) ] N L] BN
* t 4 a
31 ° . “rtyn
. a
L.t Tyn i
1 ar+1,n
1 ] . [ ] * *
e e e an n
In de laatste determin

deze is nul.

™

5~
C-'Q?‘?n

=y

rn=z)

-
-

Ao

|

A
O >

2 aj,. Ay, €0 deme som is gelijk aan

bnt zijn de.r® en t° rij gelijk, dus

. Dus men heeft

t=r

£ # 2 .

a'i S

als

>

Van dit resultaat zullen we later nog vaak gebruik maken. .
Soms is een determinant van bepaalde orde gemakkelijk te berew
kenen door deze over te voeren in

latx  b+2g  c+3x | 1 a
D =§a+y b+2y c+3y = 0 a¥x

a+?2 b+2z c+3z ‘ G aty

! 0 a+z
en de laatste determinant

de eergte ri]

een determinant van hogere orde, bB.v.

b c g 1 a b ¢
b+2x ck3x! _J-1 x 2x 3% ’
b+2y c+3y2 -1 vy 2y 3y
b+2z c+3z§ ‘-1 z 2z 3z !

blijkt bij ontwikkeling naar de elementen van
de waarde nul te bezitten. Men noemt het verhogen van de

orde van een determinant door toevoegen van nieuwe rijen en kolommen
het.randen van een determinant.

Opg._16.

Bewijs

ac~b2 bd e
bd-c

2

ce-— d2

‘g b e
Cive a| .
}@ @ e

Opg. 17, Beschouw een determinant {ars‘van de 3e orde.

Bercken ée

waarde van

=¥
Aoq

Ao
Ao
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Opz. 18, Bereken de waarde der determinant
X ¥y z u

a3 a2 a 1
v v b 1
‘ . c3 02 c 11 ‘
Opg. 19, Bereken de determinant |zatb+e -4 -3¢
~-la atibtc -—4c '
. . -2 v% a*b+§c
Opg. 20, Berelken :
\at 283 bt 4p3 121
& 322 ©d 312 6D
a® 22 v2 2v 2 | |
a 1 b 1 0
. 1 0 1 0 o0
Ops. 21.Bereken| -1 cosx cos /3
COSx -1 cosy ,als N+_,8+J’= LI

cos!g cosy -1

Opf._ 22. Bercken 1 1 1 1

a b c d
a2 b2 c2 d? .

bed cda dab abce

§ 6. Verdere eigenschappen van determinanten.

Om verdere eigenschappen van determinanten af te leiden, stel-
len wij eerst de vraag op hoeveel verschillende wijzen men k elementen
kan kiezen uit een verzameling van n elementen 845 a2, srey 8. Het
is duidelijk dat men voor het 1% der k elementen n mogelijkheden heeft;
is het eerste eenmaal gekozen, dan blijven er n-1 mogelijkheden over
voor het 2° clement, ¢nz.; voor het x® element blijven nog n-k+1 moge-
lijkheden over. In totael vinden wij dus n{n-1) ... (n-k+1) = nf!
mogelijkheden. Hct is cchter duidelijk dat onder alle gevonden k-tallen
cen groot aantal is,dat uit degclfde elcmenten bestaat die cchter in
verschillende volgorde opgeschreven zijn; zo hceft men b.v. ay “
CYRRE %g‘cok 8y 84 8 «s. ONZ. Vraagt nen naar het aantal k-tallen,
waarbij twec k-tallen met dezelfde elencnten, dic echter in verschil-
lende volgordo zijn opgeschreven, niet als verschillend rekcnen, dan
mocten wij het gevonden aantal TE%éTT verkleinen. Aangezien men een
willckeurige groep van k elementen op k! menieren kan ordenen (immers
voor het 1° clement heeft men de keuze uit k elementen, voor het 2®
elcment de yeuze uit k-1 elcomenten enz.), is dus het aantal verschil-
lend te rekencn k-tallen van elementen, die uit nggeoven elcomenten
worden gekoszen, juist gelijk aan ETT%éETT'
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Poepagsing: Om dc coéfficicnt van ab® ¥ in de ontwikkeling van
(a+b)n te bepaleon, merkoen we op dat mon desc vindt door het aantal
maniercn tc bepalen, waarop men uit k der n factoren a+b ccn factor
a ncemt (en dus uit de overige n—-k vanzelf cen factor b); dit asntdl
1

is dus ETT%iETT . -0en resultaat, dat rccds in de algebra op andere
wijze is gevonden. '

7ij beschouren om tot de determinant-ontwikkeling van Laplace
te geraken, thans eerst een bijzonder geval hiervan.
71l men do vaarde der determinant
“u Py G U

Q2 Ay 2,y Ay Qs

2
t
£
w

A3, D33 Ay Ass

At Q4 ay, Ayy Qe
a?} QQ Qg:\ QW O;S-

berclenen, dan merken we op dat wij dit op twee verschillende wijzen
¥unnen docn, n.l. door A direct uit te rekencn als som van termen
a“.qaxt.z "“sis cz“-qq,“-g , waarbij de getallen, 11, 12, i3, ‘14, :i.5
ecn villekeurige permutatic vormen van de getallen 1, 2, 3, 4, 5 ¢on
»aarbij door die pecrmutatic tevens bepanld wordt welk telten voor het
begchoude product gezoet moet worden. Len andere wijze was de ont-

wilkkeling naar de elementen vaa ccen —illckeurige rij.
Pl

Dan vond men A = kg Qi 'AM' , 7aarbij r willckeurig gckozen kan
wo.den uit de waarden 1, «.., n. 7ij merkcn op, dat de berekening van
onze determinant van de 5¢ orde hierrcc is terwusgcbracht tot de berc-—
kening van deo detcrminanten Ark van dc 4° erde. Do vraag is of het

ook mogelijk is om de beschouwie dcterminant te berckencn door gebruik
t¢ mal:cn van beveaalde minoren van <e derde orde. et is
Laplace gewecest, dic hicrop bevestigend heeft geantwoord. Zijn re-
sultaat is het volgende, Kics 2 willekeurige rijen in A uwit, b.v. de

2° en 3°. Vorm nu cen willckeurige determinant | N } . Vermonig-
3¢ QJJ'
. Ak a,¢ 2,
vuldig dezc mct de complementaire determinant a , waarin de
Yhe Q?l Q‘ﬁm ‘

%k A8 Acm,

getallen 1, J, k, 1, m cen willckourige permutatic der getallen

1, 2, 3, 4, 5 vormen. Zct voor dit produet het teen (-«)2+3"’"i+;l cn

vorm al deraclijke uitdrukkingen voor alle verschillemde kcuzen van

de twee getallen i, j uwit de 5 gotallen 1, 2, 3, 4, 5. Dan is dc som

der zo gevonden termen juist zelijk aan A. De burckening van A is .

dus toruggebracht op die van minoren van A ven de 2° on 3®
orde.
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Sen willelkeuvurige tewvm in het »ocuiterlid heelt de gedaante a

&‘{((S a‘ ¥ Waur.‘n(x 1/?),\ ’\3’&, "pv).’ln
trecat dvs zgeler op iu .
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af‘(’ Q.‘g aim
Lo 040 Qym

Uh ase Dsm

X
3y

Joxe

Y
tatie is der zetallen 1,2,3,4,5,

en

l.et recterlid bevet ook evenveel termen als
sgve deverminant achter het

gomvelien bestaat uvit 2! termen,

hun »roduct duvs uwit 2! 3¢ ternen. Liet cantal termen in .2, is gelijk

“/

aan het aintal wijzen, waarop men de 2 getallen i,] kan kiezen uit de
cetallen 1,2,3,4,5 en dit ig, zoa%s wij zoeven zagen, g€elijk aan "“%"T
Het rechterlid bevat dus 213! “§§§T = 5! dYermen, dus juist evenveel

termen als A zelf.
van het teken, in A opireedt,

Daar iedere term in het recnterlid eventueel afgezien
zal de formmle van Laplace voor 4ii geval

bevezen zijn, els wij aangetoomd hebben, dat een willekeurige ternm in lin-
ker = en rechterlid van deze <formule hetzelfde teken heeft. Dit doen

wij voor het algemene
Yieg hieruwis

i
r

. . Dan is

peees Ty

)

2,5
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lo,
i R‘ SI

. iy
Hierin wordt gesowiecre over alls coabianatics der b uatallen 5,
vit de getallon 1,..e,0. Ve overige co2r

5;""’Snim senoemd. i
de getallen B, geeesBy 00
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sta.t vit n  factorer a,., waaria

cen of andere permutatic zijn von de getallen 1, <.
in .. ook optrcedt. Rest ons dus, evenals in het

ceval, tc vorifidtren dut het teken

formmile overecnstemt. Laat deze term de pedaante

eval. Zij A =
k vaste rijen 1 PR AP
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Ty O Gyt Ol
bezitten. Hierin is &, ..., J; een of andere permutatie der getallen
Sqs eens Sy 5y eees T gen of andere permutatie der getallen
S;'y eves S, o Is o~ het aantal inversies in de rij I, ..., Of
en o'dat in de rij, 97, ..., Tm.4 Qan heeft Geze term dus het teken
(=¥ +"'+Bk+s +"‘+Sk+gﬁr‘. Is r het zantal inversies in de indices
Tys eevy T T 1, cevy rn x en 8 dat in de indices (0, ...,Gk @' ,..‘,ﬁ;
den heeft dezelfde teorws in het linkerlid het teken (- yT+s, W13 hebben
dus te bewijzen dat het verschil r1+..,+rk+s1+...+sk+F+G‘~r—s even is.
Hiertoe bepalen wij ecrst et aantal inviersies in de rij Tys «evsThy
r{ g ovey rnik’ Elk getal Ty is kleiner dan de opvolgende getallen rp
en clk etal ré is k¥leiner dan de¢ opvolgende getallen z-é . Er zijn dus
alleen inversies mogelijk tussen getallen T, en {; . Daar Ty het klein-
ste is der getallen Tas wony Tps zijn de getallen r1—1, r2»1, eeey 24 1
alle begrepen in de groep ry, ..., ré_k, dus r, geeft aanleiding tot
r1«1 inversics. Het getal T, is het op één na kleinste der getallen in
de groep Tyy veey Tpe De getallen rz-i, r2—2, 2,1 liggen dus allen
afgezien vgn het ene getal ry in de groe® r{, cenvy rnik. Derhalve geeft
het getal ro aanleciding tot r2—2 invers.es. Op analoge wijze ziet men
dat het wmtal rw aanleldlng seeft totb T, - o¢inversies. De getallen

PyseesyTyy rt, eevy Ty eVen dus aanleldlng tot

I = TotTpte . 40 =1=2-. cook=T b L1~k 1)
inverdies. Derhalve is r1+..,+rk~r=%k(k+1). .
Op analoge wijze bepalen wij het aantal s der inversies in de rij
9, ..~,¢k ,O;ﬂ ...,q;,; . Ha een aantal ruilingen kan men de getallen
Gy eeer g in de wvolgorde Sqr eees Sy brengen. Dit =antal is, afgezien
van cen even getal, gelijk aan 7 . Na (afzezien van een even getal) S g
ruilingen is de rij G;ﬁ eeey T * te brengen in de volgcrde 31, ...,Smk&,
Het aantal inversieés in de rij Sqs «-cy By 8 , sy bli jkt op
analoge wijze als hierboven gelijk te zijn aan
s1+...+sk—1~2-...uk=s1+...+sk~ék(k+1),
dus afgezien van een even getal heeft uen
5 =T+0 48+, .. +8y Bk (k+1)
godat men uiteindelijk, afgezicen van cen even getal, vindt
r1+...+rk+s1+...+sk+:r+s“ir~s= k(k+1)
en deze uitdrukking is inderdaad cven, want van elk paar ppeenvolgende
getallen k en k+1 is er juist één dat even is. Hieruce is de formule van
Laplace aangetoond.
Opg. 1. Leat zicn dat de ontwikkeling van een determinant naar de ele-
menten van een bepaalde rij een bijzonder geval is van het thcorema wvan
Laplace.

n ~-lz
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ggg. 2. Bercken

Opg. 3. Berckende waarde van de determinant

e r 4
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/ /I e
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b1 aed

Ovz. 4. Beraken
[ay ar an o o
@z, QA %23 0 O
aS: Ay 3 0 o
U Az B4z Ay ags
{ %, Qg Qs Ay ass
Opg. 5. Zijn alle minoren van de twecde orde van een determinant gelijk
aan nul, dan is die deteruinant zclf ook nul,

Wij maken thans gebruik van de ontwilikelingsregel van Laplace
om een belangrijke stelling af te lciden over het product van twee
determinanten.

Zijn A =§a

rs‘ en B = lbrsl beide determinanten ven de n° orde, dan

kan men hun product AB schrijven als cen determinant C = (crsl, die
eveneens van de n® orde is. lden heeft n.l. te necmen

i
Cog = '»E: Forr Cpros -

Bewijs: Op grond van de ontwiliicling van Laplace ziet men direct in dat
het product AB gelijk is aan

&y Ry o 0
 a,, ., o« QO
AB = ...,0‘-.. [s] 8“ © e g"’f
R
' 0
O - .\Q :"f ne ' g‘hq

\

Vermenigvuldig de cerste kolom mot b,y en tel die op bij de (n+1)©

" " G " W b12 # i Wooou Wooow (n,,_z)e, cnz;
“ " W 1 " h1 W " Woou woou gnﬁ.
n
Verucnigvuldig de tweede kolom met b,y en tel die op bij de (n+1)¢
i f ] W m b22 n} 6 " W “ " (n+2)8, em%?
M W W t i

b2n W i P # u (2n) e .
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I.h.a. Vermenigvuldig de 3e kolom met b . en tel die op bij de (n+r)® :
(r,s=1, ...y n).

Het is duidelijk dat hierdoor het rechtcrondervak van de determinant

AB gehcel uit nullen geat bestsan. In het ﬁgghterbovenvak vinden we in

de % rij en (n+s)® kolom de uitdrukking a,.. g;ns , dus juist

, My
Crg® Ontwikkelt men de gevonden determinant volgens Laplace, dan
vindt men

AB _ G_.) *-5‘ 9]!0!31 ‘(‘b)’n/ln-n)i-rc?s}

waarmee Ge stelling bewezen is. - }Cws!)

Netvurlijk kan men het product AB op meer dan een wijze als een
deterainant van de n® orde schrijven. Zo kan men b.v, cerst de deter-
minant B om de hoofddiagonaal laten draaien en daarna de jroductstel-
ling tocpassen. Dan vindt men

I+2+ - Fmane ) ¥ H{2m) }

n
C.(S = r’g’ a’lm g&"’lﬂ
en ook zijn natuurlijk de formules
m ”

Ces r%__z; Amn gans en Cos = ’}n;l o gs""
Juist,
Opg. 6. Schrijf het product der determinanten

3 & r2

op de bcvenaangegeven 4 wijzen als cen determinant van de tweede orde.
Opg. 7. Door |

a 412

e of

op twee verschillende manicren te berekenen (roechtstreeks on met behulp
van het gevonden thcorema) bewijze iien

(ac +€d )+ (acl- €c)= (0«2-%-@1)(624-42),

Wij bewijzen thans nog een aantal resultaten, waarbij het vermenig-
vuldigingatheorema gebruikt zal worden.

Beschouw bij dc detorminant !ars\ tevens de determinant iA}SQ waar-
van clk clcment de minari@an het correspondercnde elemant‘arA'van de oor
spronkelijke dcterminant. Men heeft

‘ars"*Ara‘m lpra‘
| We weten dat voor cen willckeurig element Ppg Van de product det@nwf
inant geldt :




O, als I’?gs A.M41

k% rk Asizza; als r=s.

Hierin is a de waarde van de determinant lars‘ . De determirant \prsl

heeft dus de gedaante V*.‘O en bezit
n a
derhalve de waarde a'. Wij vinden derhalve
_.n
a\ArS}~a'n.1 |
Is a#0, dan volgt hieruit }Arsj =g ". Qok als a=0 is, geldt dit resultaat,
hetgeen dan inhoudt dat )Ars‘ = 0. Dit toren wij san door op te merken,

dat als een determinant geliik is aan nul, voor elk viertal ¢ minoren

re-*.a Ars’ Art’ Aus , Au‘t geldt

Arg? Art = Aus : Aut'
Is dit bewezen, dan zijn in Ars alle ° ninoren. :» van de 2e orde
gelijk aan mul, zodat wegens een Taplace ontwikkeling die determinant
zelf nul is.

Wij tonen thans de gezochte evenredigheid aan. Door verwisseling van
rijen en verwisseling van kolommen kunnen wij volstaan met het bewijzen
van de relatie Allzﬁlz = AEI’AZT Volgens Taplace is

Au A ARy A,

}As; Ay T P Ay A

°° /0
O o O -/
A A I o--- 0 | /QI;IQQHI":)”' Qnﬂ
A ) v ?' o1 Bz oo Ao, Az; Aoz Ay o P,
" Aﬂ‘q:*z - - - - C 0 7
G, dng.- Ay ! . ()
O s] O J

Voert men de vermenigvuldiging uit, dan vindt men dat bhet leatsto pro-

dus

1

duct gelijk is aan A, O 0
A;; o - 0 _ 0
Ev enzo Ar A A I - b derhalve
) A-@l ﬂzg )
A“ /3),2!2 An AI’Z.
= A A '“'A A ™=
) Fla, Ay ( pemeR 2’) Az Ay ©,

waaruit volgt A, A, ¥
A?l H& = 0 .
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TS
Br gelden ook dergelijke relaties tussen complementaire minoren van
\AmL enf .| . Wij onderstellen in het volgende dat la | #0 is.

Wij vinden dus ‘Arst = ‘a I el .

Beschouw bijv. de minor
‘4@1 ‘471

Men heeft, wederom gebruik mekende van het vermenjigingstheorema

An - Ay, a, - o

Ma =1a; --- A n C; G oA Am
' n e e ‘ QA Qgq " ..
Yo O Gy Ay O O B Uz, =4 .
0 O / L] . q‘h}.“qh*:
O o a’n:“-, qxﬂ'
dus
Au Atg_ N “3n
. a ' v » -
A?} Q"z G”g .. aﬂy}

Op analoge wijze vindt men een overeenkomstig resultaat voor willekeu-
rige complementaire minoren van v‘rs! en ‘ars} .
Opg. 8. Bewijs op analoge wijze

gy ot Ayn,
A?r A?z A?s :Qa v, .
As, p‘s»., ’qss Qpy " Ry
en laat zien dat deze relatie m.m. ook geldt voor willekeurige comple-
mentaire minoren van de orde 3, resp.n-3 van |A__)en {a__{.
Men ziet in hei algemeen dgt een mi van d o e n
is aan de compl emeg%aire m%.nor ’& 3 ° o va IATS l ge

e orde n-k van ]ge
menigvuldigd met a!*-- . Zo heeft men in het bijzonder:
n~2

in de determinant l is gelijk aan a B

m1nor van K rs

Men schrijft voor de determinant
Q .. O

6, ... 4.
.£4 g’h
wel vaak kortweg {mab...k). wenst men aan te geven welke indices optre-

den, dan schrijft men wel (ab...k)y, . Zo geeft men dus de minor
a,a,
e

voor de minor van het element a, wel A enz. Zo vonden we dus

N ¢

Ay=fbc. k), . 3(ABD, =(ak-. Lk Xed - Af)m 3 (A2S), = (ak k) (e 1%

(AE “'J.))a..w"n-a = (a’é g)” ) '?'7 > {AB K> = (pu&». A)m-,

wel kortweg aan met (ah)lz. Bij deze nutatie schrijft men

},
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. n-1
Wij vinden dus lArsi = ars{
Er gelden ook dergelijke relaties tussen complementaire minoren van

‘Arsl’ eni ars} . Wij onderstellen in het volgende dat ‘arsl £ 0 is.

Beschouw bijv. de minor
M"" A:l’qfa_ - \Iq.!g\.
An An
Men heeft, wederom gebruik mekende vean het vermenigingstheorema
A
{’4 a_ = ‘ﬁ);t PR Ah al? " O‘H"b q O a’s v aln
! 2n . 0 a QE% M - § Gl = O
(o] /£ O - 2n 73 243
L O Ayt oy O O Q3. Ay, f=a | - - |,
oo / s . A, A,
. 1
¢ o a’"l a‘un‘
dus
Au AN | SETIRRS T
A Q = a v . .
2} P a”i . awm :

Op analoge wijze vindt men een overeenkomstig resultaat voor willekeu-
rige complementaire minoren van ‘Am} en ‘a
Opg. 8. Bewijs op analoge wijze

rsl‘

An Aiz AI3 P a

g T 70 Myn,
A::; Azz A?s = QZ v, .
A?ﬂ As_‘ QSI Q”q e s QM

en laat zien dat deze relatie m.m. ook geldt voor willekeurige comple-

mentaire minoren van de orde 3, resp.n-3 van } rst en ‘ars{ .

Men ziet in het algemeen dgt een mi vand ord _

is aan de compl emeﬁ%agre mz::f.nor van er orde e rvgn gan (ATB} e_l_:ﬁk
menigvuldigd met s<~' . Zo heeft men in het bljzonder: minor van 1{

in de determinamnt ‘ rsl is gelijk aan an—zars.

Men schrijft voor de determinmnt

A Oy
‘g,"' é-’v:
‘fd kf‘n

wel vaak kortweg (ab...k). wenst men aan te geven welke indices optre-

den, dan schrijft men wel (ab...k)qo .
a,a,

N

voor de minor van het element . wel A enz. Zo vonden we dus

Aysllc k), 5(AB), =(ab-. KXed - - /r) )(Alac‘? = (o ko) (de- - /%%
(A_’g...;)l ‘ = (ab. By 2}4% ; (AB a(wg ’,‘,)m-: ‘

a u‘”“‘

.n+ 20 geeft men dus de minor
wel kortweg aan met (ab)lz. Bij deze nutatie schrijft men
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In de volgende opgaven geven wij hiervan enigetoepassingen en gene-
ralisaties:

3

Opg.9. Bewijs ‘g%ﬁ; §%§31'= (2b) (xy).

e i%‘ﬁ%iﬁ’;%\ = (xyz) (abe)2.
(zbc) (azc) (abz)

Opg.1ll. Bewijs éxbcdg axcd; _
ybod gaycd £ (abecd) (xyecd).

De ontwikkeling van Laplace kan men in de geda2armte

Ca,éc@/e) = 2 {(ak); (w(e%g”"

schrijven, wanrin gesommeerd wordt over allerleci indices i,j,k,1l,m; deze

Opg. 10. Bewijs

getallen zijn een permutatie der getallen 1,2,%,4,5, die verder nog aan
de bekende eisen voldoen.

Opg.13. Bewijs

(ab)q, (gb)13 (ab)l4 (ab)za.(ab)24 (ab)34
(ac)qyp (ac)yz (ac)y, (ac),q (ac)y, (ac)z,
(ad) o : 5
(bc) 1, = (abcd)”.
(bd)12 ' |
(cd)
Men kan dit resultaat ook schrijven in de gedaante
((ab) (ac) (ad) (be) (pa)(ed)) = (abcd)>.
Dit resultaat is ansloog aan het resultaat
(ABCD) = (abed)”,
waarvoor men ook kan schrijven
((bca) {acd) (abd) (abo)) = (abcd)3.
Opg.14. Bewijs (ab)y, (ab)qg (ab)q, (ab)23
(ac)qs - (abod (ab)y,(ably4
(ad)yp . o l }(*"w)lz(ac)la
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§ 7. Bijzondere determinanten.

In het voorafgaande beschouwen wij reeds symmetrische determinan—
ten, d.w.z. determinanten waarbij 8.y T 8gpe Wij kunneneen symmetrische
determinant D ook op andere wijze karakteriseren, n.l. door de eis, dat
de determinant D gelijk is aan zijn toegevoegde D'. Hierbij verstaat
men onder de toegevoegde determinant D' van een determinant D die de-
terminant, die uit D ontstaat door de determinant D om de hoofddiagonaal
te wentelen, d.w.z. door elk elemeont I te vervangen door het element
agne Een determinant D is dus symuetrisch als D en D' overeensteumen.
Ook de waarden van D en D' stemmen dan overeen; dat is echter bij iede-~
re determinant (ook bij niet-syw.etrische determinanten) het geval,

Een determinant is scheefsyasetrisch als elk element a,.q het te-
gengestelde is van het element 8 e Bij een scheefsymmetrische deter-
minant D zijn dus alle elementen van D en D' tegengesteld. Hieruit volgt
tat de waarde a van een scneefsymmetrische determinant voldoet aan
a = {—)na, waarin n de orde der determinant is, Is n oneven, Gan volgt
hieruit a = 0. Elke scheefsymmetrische determinant van oneven orde is
dus gelijk aan nul.

Wij bewijzen thans dat een schesfsymmetrische determinant van
even orde gelijk is aan een volkowmen vierkant, d.w.z. aan het kwadraat
van een veelterm in de elementen.

Yoor n = 2, dus voor de scheefsymuetrische determinant 0 -8l a2
a 0
is dit evident. Cnderstel thans dat het even getal n groter is'dan 2 en

de stelling voor n~2 in plaats van n reeds bewezen is, Dan heeft men
voor de waarde a van de scheefsymuetrische determinant ‘a van de

ne orde de relatie

Ah Alz
Aa Ni

I’B‘

laha...a’nn

De minoren A11 en A22 zijn scheefsymmetrische determinanten van oneven
orde, dus gelijk man nul. Verder hceft men A12 = ~A21.

Opg.1. Bewije dit.
Bovenstaande relatie levert dus

De tweede factor in het rechterlid is een scheefsymmetrische determi-
nant van de orde n~2, dus wegens de inductieonderstelling, een volkomen
vierkant. Dan is dat ook het geval met a.



A-I’»:a - 4‘5 e
Opg.2. Bereken 0 a b

Opg.3. Bewijs | 44 2,45 843 u,

891 820 893 Yo

®31 %32 %33 Y3 k=

U, U, U3y 0
Tot een ander bijzonder type determinanten behoren de circulaire de-
terminanten. Bij deze is voor alle r en s 8ri1, sl = ar’ g3 de be-

doeling is dat een index, die groter is dan ,met n verainderd wordt.

20 luidt de circulaire determinant van de derde orde

a b c%
c a bl,
b e af

Om deze te berekenen vermeerderen we de eerste rij met de tweede en

de derde, waarna alle elementen der eerste rij, dus ook de determi-
nant zelf, door a+b+c deelbaar blijken te zijn. Vermeerdert men de
cerste rij met Px de tweede met °x de derde rij met (waar-
bij een der complexe derdemachtswortels uit de eenheid is), dan
blijkt uit het resultaat dat de determinant deelbaar is door a+?2b+Pc,
enz, Men vindt tenslotte, dat de beschouwde determinant gelijk is aan

(a+b+c) (aﬁpb+pzc)(a+92b+gc).

Opg.4. Bereken de wearde der circulaire determinant
1 i -1 -1
-i 1 i -1
-1 -i 1 i}
i -1 -1 L

Opg.5. Bereken eveneens de waarde van de determinant
a b c d
e a b c
da e a b
c d e a
b ¢ d e a

Tenslotte behandelen wij een zecr belangrijk type van determi~
nanten, n.l. de orthogonale determinanten,

Een determinant 8, heet orthogonaal als geldt 8,.g Ara .
a

g 0 o o

8
Hierin stelt a weer de waarde der determinant ‘a

ra‘ voor. Men heeft
dan voor een orthogonale determinant
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i @ » n ,
2 2 <
Q= Z &‘YSA‘ZS = Z “a“ts ~..-.—‘a Zﬂ"& }afu: 5-;,‘2‘.2'53’"
§=1 S=/ C=r
Verder is voor r £ t
Sa, A, = T P <
= a . = F “rs¥¢ . -
O Sty xS {5 e . > dus S‘§ Q,ZS q—fs o,
' ’,

» ™
2
Op geheel analoge wijze ziet men in > Rg =1 3 ‘rg Qg 9,40=0
%t‘f -y )

als s £ t.
Verder heeft man door toepassing van het vermenigvuldigings-
theorena

° 1 C ... 0
a” = !ars \. }ars‘ = 0 1 ... 0 = 1,
C 0 ... 1

dus a = + 1, Is a = +1, dan heet de determinant rechtstreeks orthogo-
naal, is a = -1 dan iddirect orthogonaal. Bij een orthogonale deter-
minant heeft men dus 8.~ Ars of "Ars al naar de determinant al of
niet rechtstreeks orthogonaal is.

0pz.6. Bewijs dat bij esen orthogonale determinant tars‘geldt
= 1, als s = ¢
tf} A‘rs‘a‘f{ = {O, als s £ t.
Is omgekeerd van een determinant larsi gegeven
= 1, als r = %
dan is deze orthogonaal, want vermeerder de met 8,4 Vermenigvul-
digde eerste kolom met a 5 x de tweede, a4y X de derde 4, ..., an, x de

n® kolom, waarne de determinant de gedaante

1 a12...a1n

a a4 =10 a22...aan - A11

°

anz L .am
A 1 . Evenzo blijkt a__ = Ars -
= rs - &

a
= 1, als 8 =
Opg.7. Als bij een determinant }ars) geldt w%; /Q;;/X("{O: als s #

dan is die determinant orthogona&l.{aij beschouwen thans het »roduct
icrﬁl van twee orthogonale determinanten larg‘ en ter! . Hiervoor
geldt

aanneemt. Dus 84q =
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)

"

» 2 < Ei <t Z <
T Cci= 2 ‘Kzécﬂk‘éf: XL Cisg z‘Jf}

rx €3 v=, h=t - /:"“-! 78 TS 2=y
P ‘
- = /)zl 4 - ) = 73
7 ”  n - »n n "
‘ X - < «g lg Q@ a
»z% CrsCu¢ = ’"c}::/ b=, ) gAs /:; Tk ke */;3 E; s HE; 4 Tk
»
= 2 £ ¢ =0 (s+1t)
A:::/ AS ‘géé ( >

zodat de productdeterminant in verband met het bovenstaande ook ortho-
gonaal is.

. i i - » e \ :lrn s
§ 8. Matrices /311 . a1n1 8qq eve Byp
Een matrix is een getallenschema A {. . . . . =He o« o o o |
4 )
\'\am-l e o a am1 o’ o b 8.

¢

dat niet kwadratisch beheoft te zijn en waaraan geen getallenwaarde
behoeft te worden toegekend. Men schrijft wel kortweg \?rsn . Is m=n

dan behoort er bij de matrix A= [a ﬂ een determinant |a , waarvan

rs|

irrs
wij de waarde weer met a aanduiden.
- Men definieert de productmatrix C = NchH van twee matrices
A= “arsﬁ en B = "brsﬁ , oD grond van het gevondene bij determinanten
door de formules n
. =1
Men schrijft C = AB.
Voorbeeld: <1 2 3 12 12\ 64 45
2 3 4 11 of =~ \97 68
10 11/
12\ 2 1> _ (2 .4>
3 4) 0 -1 6 -1
841 242 { x4 / Bq1%qta 0%
@21 %22 \ %2 K Ba1%q*800%2

Opg.t. Onder welke voorwaarden is het product van twee matrices gede-
finieerd?

025.2. Bepaal in welke gevallen het product van twee matrices een
kwadratische matrix is.

Opg.3. Als de kwadratische matrices A, B en C voldoen aan C=A.B, dan
geldt voor de waarden a, b en ¢ der bijbehorende determinanten c=ab.
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Definitie. Hebben de matrices A= ﬁa ﬁ en B= ﬁbrsu evenveel kolommen,

dan definieert men C=A+B, indien ¢ s---ars brs

Opg.4. Bewijs A+B=B+A.
Verder definieert men voor ieder getal k B=kA, indien brsxkars

Opg.5. Bewijs k(A+B) = kA+kB;

Opg.6. Is A een kwadratische matrix van de orde n en B=kA, dan geldt
voor de waarde der bijbchorende determinanten b=k"a.

Opg.T7. Bewijs C{A+B) = CA+CB.

Opg.8. TLaat door ccn voorbeeld zicn dat niet steeds behoeft te gelden
AB = BA. Is bij een kwadratische matrix a_ {1 voor r = 8

0pg.9. Is de matrix I van de orde n en heeft de Matrix A n kolommen,
dan is AI=A; heeft A echter n rijen dan is IA=A, Heeft A n rijen en n
kolommen, dan is AI=IA=A.

Opg. 10, Bewijs voor ieder natuurlijk getal m de relatie 18=1.
Vervengt men in een matrix A elk element a.qg door het toegevoegde
element a dan ontstaat de toegevoegde matrix, die aen veelal met A

sr?

aangeeft. B.v. de toegevoegde matrix van (; § %) is 2 % 3 van
/8.1 ‘ \\3 1

(a1 ven an) luidt de toegevoegde \ : .
\ a‘n

Opg.11. Bewijs (A+B)'=A'+B'; (AB)'=B'A’.

0pz.12. Is A=A!, B=B', dan is AB=(BA): i E

Is A = 3ar8“ y dan definieert .en PR A , d.w.z. de elementen

i
Al &

b, Vvan B=A"' hebben de gedacnte by = Tsr o e malrx A wordd hierby
a

guadi-atisch verondersie ]«x.
Opg.13. Bewijs A.A7 = A" A =1
Opg.14. Bewijs (AB)™' = B 1”1,

Voert men nog in de nuluatrix O, waarvan alle elementen gelijk zijn aan
nul, dan vindt men dat voor "wadratische matrices de volzende reken-
- regels gelden: Bij elk tweetal matrices A en B met gelijk aantal rijen
en gelijk aantal kolommen bestaat één matrix, die de som A+B wordt ge-
noemd. Deze som voldoet aan
A+ B=3B+
A+ (B+C)=+(aA+B)+C
A+0 =0+ A= A,
Bij elke A bestaat een matrix Bmet A + B= B + A = O3 voor deze
matrix B schrijft men wel -A (geheel in overeenstemming met de defini-

1

.

i



A.M. - 49 -

tie van kA).
Bij elk paar kwadratische matrices A en B bestaat é€én matrix,
die het product AB wordt gencemd.
Dit product voldoet aan
A(BC) = (AB)C
AT = JA = A
A{B+C) = AB + AC
(A + B)C = 4C + BC.
Bij elke A met a # O bestaat een matrix B, zodanig dat AB = I,
De matrix B heet de inverse matrix, Men schrijft B = 2~ on neeft
= a2
Men definieert A% = (A~ )™ voor gehele positieve n en AC%=I.

Opg.15. Bewijs

Opg. 16. Bewijs voor willekeurige gehele m en n
ATpB o pmin
Opg.17.  Bewijs (A')~1 = (o™,

Opg. 18. Is bij een matrix A de determinant a al of niet gelijk aan
nul, dan geldt voor de matrix B met brs = A de relatie

sr
a] o .:. 0
BA = AB = o laj...0 | o=lap T
0 © lali

Naast de bijzondere determinanten, die wij in § 7 beschouwden,
beschouwen wij de corresponderende bijzondere matrices.

Een matrixA is symmetrisch als A = A' en scheefsymmetrisch als
A = =A',

Een matrix A is orthogonaal als A' = A_1. Dus A'A = AAY = I,
Beschouw een matrix X = (XT’ cevy X ) en een orthogonale matrix A van
de orde n. Zij ¥ = XA, dus Y' = A! K‘ dan is ELV/ = YY' = XA(A'xr)=

¥R tt[
X{AA')X' = XIX' = XX' = 2 ¥, ¢

exmy/

De gevonden eigenschap zullen wij later meetkundig interpreteren.
Is S een scheefsymmetriache matrix, dan is de matrix A = (I+S)(I-S)"
orthogonaal. Immer wegens S'=-S5 heeft men

A" = (I+5) (I-s)“1 { (1+5)(1-9)"1}"
(1+8) (1-9)7" H(z-9)""}" (z+9)!
(1+8) (1-5)"" (1'=8')"" (1'+s")
(1+8) (1-8)"1 (1+8)"" (1-8)
(1+8) (1+8)~" (1-8)"" (1-S) (want (I-5)(I+8) = I1%-s° =

= (I+8) (1—3)')

i

H

il

i

i

= I.I = I’
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Is S scheefsymnetrisch en Q symaetrisch, dan is A = (I+SQ)(I~SQ)“?
orthogonaal, want wegens S' = -5, Q' = Q heeft men ‘
A = (145Q) (1-5Q)7" J(1+s0) (1-5)~1}"
(1+45Q) (1-5Q)"1 (1+8)”" (1-5Q)
(1+5Q) (1+82)77 (I-s@)~' (I-5Q) = II = I,

i

i

it

wegens
(1+5Q)(I~-5Q) = I+5Q-S0-875Q = (I-SQ)(I+5Q).

Tenslotte definiéren wij nog het belangrijke begrip rang van
een uatrix. a11 eve 244
tevsunnen celle Deze bevat allerlei onder-

Beschouw een matrix

i 2p1 *oe amni
determinanten van diverse orde; in het geval n 2 m bevat de uwatrix
b.vu(;) onderdeterminanten van de orde m; de matrix bevat mn onderde-
terminanten van de orde 1. Onder de rang der astrix verstaat men de
orde der determinant van de hoogste orde, die in de matrix bevat is en
van nul verschilt.

Opg.19. De rang der nulmatirix O is nul; wat is de rang van de een-
heidsmatrix I van de n® orde?

0pg.20. Bepaal de rang der natrices

2 3 1 2 3 4 5 /“0\;_

(2 10 1) 5 [4 4 3 ; 6 7 1 20, |10 1
2 3 4 2 -1 7 8 O"O}

I N

H
Opg.21, Als dé determinant a van de matrix A gelijk is aan nul, bepaal

dan de rang van de matrix B met brs = Ars'

§ 9. Stelsels lineaire vergelijkingen.
Wij gaan thans de in de vorige paragraphen behandelde eigen-
schappen van determinanten en matrices toepamsen bij het oplaasen van

stelsels lineaire vergelijkingen.
Beschouw het stelsel

32111 + &22K2 + osee t &ann =

(1) ~

i
o

(an1x1 + &n2x2 L PR d.nnxn = no
Wij kunnen hiervan onmiddellijk de obplossing vinden in het geval
dat de determinant a = By A 0 is. In dat zeval vermenigvuldige men
n.1. de 1° verg. met A11, de 2° met A21, eaey de n€ met An1 (wacrin
wederom A, de minor van het element a,  in de determinant }a ,voarv

rs
stelt), waarna men vindt



ax1~bA +'bkn2+.‘.+bAn . . “
bn 8ho eer Bpp
Noemen wij de determinant, die uit &g ontstaat door daarin de s°
b
1

kolom te vervangen door b2 ., voortaan ags dan vindt men

L
-

Pn

X, = ;1 en op gelijke wijze X, = 53 (r =22, ... 3 n) (regel van
Cramer),
Hiermede zijn de formules teruggevonden die in de gevallen n = 2 en
n = 3 het uitgangspunt voor de theorie der determinanten waren,
Het is duidelijk dat in het geval dat a =0 is,op deze wijze geen
oplossing wordt gevonden. Omgekeerd voldoen de gevonden waarden van
Xys «ee3X, 820 het gegeven stelsel vergelijkingen, deze zijn daarvan
bovendien de enige oplossing. In het geval a £ O heeft het gegeven
stelsel dus één ondubbelzinnig bepaclde oplossing, gegeven door de regel
van Cramer,
Opgave 1. Los op bet stelsel
(24x + 11y ~ 10z
2x + 2y + 2z 10
K13X - 2y -~ Tz = - 10.
Opgave 2. Los op het stelsel
X+y+2z=0
5 ax +by +cz = 0 (a2 b; D £c; ¢ £ a).
( a’x +b2y+c23=1
Opgave 3. Los op het stelcsel

&

f
wi

fl

/— X+y +2 +u-=1
X -y +2%2 +u=2
X+ Yy -2 4+u=3
X+y+2 -~u=4#¢,

Thans gaan we beschouwen het algemenere geval vapp linoaire verge-
lijking in q onbekenden.

19%q = °1

(II)B"""‘IOUth

( BpgXy b oeee 4 apqxq = hp

111“'0&.""8
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Beschouw de matrix A = .Onderstel dat

- e e

“ ’.5@‘91 e a.pq , __

deze rang k bezit en laten de onbekenden en vergelijkingen zo genummerd
zijn, dat één der in A bevatte van nul verschillende determinanten van
de orde k, juist de determinantia,, ... a3, | is.

- - » L] * » ’

Bgq o Bk |
Allereerst beschouwen we het geval k = p. Door de vergelijkingen te
schrijven in de gedaante

(311}{1 + see + a1k xk =b1 - 31,k+1 xk+1 =~ aee - a1qxq

Y - » - - - - » » . - - - » - - - L L - L 4 . - * - * - L]

f 8pq Xqt e+ ARE = =8, kp1Fker T ce T Bpg¥gr
blijkt uit het voorafgaande dat hieruit ( met behulp van de regel van
Cramer) de onbekenden Xys see s X zijn op te lossen, d.w.z. uit te
drukken in de grootheden 8.0 bs en de willekeurig te kiezen groctheden
Xpaqr oo 1y Op grond van het laatste zegt men wel dat het beschouwde

stelsel %P stellen oplossingen bezit,
Vervolgens beschouwen wij het geval, dat k< p is. Hieronder valt
dus tevens het in het begin van deze paragraaph niet behandelde geval
=0;p=q=n.

311 L 2N ) a1k;
Wij kunmen de determinant i wederom
PR,
van nul verschillend onderstellen.
11 1 + cie + a1q a = b1

Het stelsel

BpqXy + oo zakqxq = bk
ig den op grond van het bovenstaande oplosbaar en bezit zelfs ODq—k
stellen oplossingen, Het is de vraag of zo'n gevonden oplossing ook
voldoet aan elk der overige p - k vergelijkingen.

l2qq «-0 84x 24f
Beschouw daartoe de determinant D = e o o o o« o o o},

ot - o o

18m1 o Bpx %pt
wearin m één der getallen X + 1, ... , D en ¢ één der getallen X + 1,...,4Q
‘is. Daar elk deszer determinanten de orde k + 1 bezit en de matrix ﬁar b
de rang k bezit, is elk dezer determinanten nul., Duidt men de minoren
der elementen a,p ... , 8, in deze determinant weer aan door . o




A.M, - 53 -
A‘l{’ vee § Am_{, dan he‘efj; men

Zars Ay =§0 voor s £ &

, . D:Ovcors:é’)
zodat het linker:}id van de vergelijking

Bq gt oees F aquq = bm
wegens Am€*£ 0 een lineair compositum is van de linkerleden der eerste
k vergelijkingen.

Hieruit volgt dat een gevonden oplossing der eerste k vergelijkingen
dan en slechts dan ook aan de m° (m = k + 1, ... , P) vergelijking vol-
~doet, als het rechterlid b dier vergelijking eenzelfde lincair ~ompo-
gitum is van de rechterleden b1, cse o 'bk dier -erste k vergelijkingen,
dus als

Byq eve Byy By

4
Zbrwf-o’dusﬁm=§........

b

it
o

sak1 ses Bpy Dy
Pt vt Bk Pp

Wij zien dus dat het gegeven stelsel 03-K oplossingen bezit, als elk
der determinanten Rk+1’ “vs 3 Rp gelijk is aan nul en geen oplossing
bezit, zodra één dier determinanten van nul verschilt. In het eerste
geval noemt men de beschouwde wergelijkingen afhankelijk, in het tweede
geval strijdig.
Wij vatten de gevonden resultaten samen.
Bij het stelsel (II) van p lineaire vergelijkingen in q onbekenden,
waarin de rang dér coé€ficiénten matrix gelijk is aan k, heeft men de
volgende gevallen:

1° k = P; g =-k Er ia één-stel oplossingen,

2° X =p; @>k Er zijn 02K stellen oplassingen.

39 <P @ =K Ry = .00 = Rp = 0., Er is één stel oplossingen.

° x < P; @ > k; Rk+1 Ca. Rp = 0. Er zijn G}q'k stellen oplos-

singen.
5° k<p; q = k; tenminstc één der uitdrukkingen Ry,qs eoe 9 R,
verschilt van nul. Er zijn geen oplossingen.

Wij kunnen de gevonden resultaten nog iets anders formuleren doox
neast de coefficienten matrix A ook te beschouwen de

} 311 cee aﬂqb

matrix B = | B2q =o- 8‘2‘q

- - L4 - - L] *

851 13: Zpq%p
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In geval 1° is de rang ven A en B elk gelijk aan k.,
In geval 29 ig det evenecns het geval,
In geval 59 ig de rang van L gelijk aan k en die van B gelijk aan k + 1.
Wij laten zien, dat in de gevellen 3 en 4 de rangen van A en B gelijk
zijn. Wes dit n.l. niet o, den was de rsng van B gelijk ean k + 1,
dus er bestond een determinant
&r151 ttc ar1sk oo br1
D= o v e 4 v x ot e s a

a * LN N 3 a b
Treq 51 Te+1%%  Traq

ven de orde k+1’die van nul verschilde, d.w.z. op grond van een ont-
wikkeling nsar de elementen der lastste ldom, waren niet alle declter-
minanten hiervan, wasrin de eerste k kolommen optreden, gelijk san
nul. Laat nu de onbekenden en vergelijkingen zo genummerd zijn, dat
die deelterminant juist de determinantia

11 *" 2qk]

!
8«.}{1 LR R akk'

Daer D £ O is, verkecrt dan ons stelsel in geval 5° en heeft dus geen
oplossing, in strijd met dc onderestelling, dat wij met geval 30 of 4°
te meken hebben, en het stelsel wel ecn oplossing bezit.

Wij zien dus, dat het stelsel (II) dan en slechts den tenminste één
oplossing bezit, als de rangen der matrices A en B gelijk zijn. Dit
resultast is afkomstig ven den mathematicus Capelli.

Hecht men voorts aan Let symbool G)q'k voor het geval g = k de waar-
de 1, dan kuanen de gevallen 1° en 2° en evinccns de gevallen 3° en 4°
gamen worden genomen.

Opgave 4. Los op het stelsel
X + 8y + %z 23
X + by + bzz = 03
y + 2az = 3a2
Opgave 5. Los op het stelsel
X+y+2-u=1
X+ y=-2+u=2
X~y +2+u=23
(ex+y+z+u=a
Opgave 6. Als 2:n de vergelijking
84X, + 85X, + ... + 8 xq =Db

!0 - - - L] * is'

il

voldoen de beide stellen oplossingen Xy = Cqy oae xq = °q'
x, = &ﬁ, sew xq = dq, dan\voli?et hierpan ook ledere linesite combi-
‘ AG 3 )Cf +
natie van de gedaante Xy = N x, = ooly

'k
Narst de inhomogene stelsel geen wij thens het homoégﬁa stelsel ver-
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gelijkingen o
(111) (BgqXy Foea # amxq 0

BpqXq + eee ¥ %qxq =0

beschouwen, Hierbij zijn de rangen der metrices A en B gelijk, zodat er
ste.ds eevn oploseing buestaet. lien is echicr gewoon slechts dan een stel
(xgy vov s xq) ecn oplossing van het homogene stelsel III te noemen,
2ls nict elle Xgy eov » Xg gelijk zijn 2rn nul, Het is n.l. direct
duidelijk dat een (III) oud.r alle ometsndigheden het stel oplossingen
Xy = see =X 0= 0 voldoet. Verder mcrken we op, det cls asn (III) eeg
oplossing (x1, e« » X_) voldoet, can (III) evenecns de oplossing
(A Xqy ous » A xq) voldoet. Men is echtcr gewoon de oplossingen
(A Xgs ees y A xq) voor verschillende wearden ven (£ 0) ale dezelfde
te rekenen. Zo zijn dus de stellen x = 2; y = 3 en X = 4; y = 6 een
zelfde oplossing van de vergelijking 3x - 2y = 0. Wij verstaan dus onder
een opleoseing ven het stelsel (III) ecn stel getellen (xw, e 3 xq),
niet allen gelijk cen nul, of alle darrmede evenredige stellen. Bij
homogene stelsels vergelijkingen komt het dus slechts op de verhouding-
en der onbekenden man,

BEvenals bij het stelsel (1I) voeren we weer de rang k ven de coéffi-
cientenmatrix in.
Beschouw eeret het geval p > k; q » k.

I'd

Dan is, ale wij de nummering der onbekenden en vergelijkingen zo kie-

811 0 Bk

zen, dat .« e e £ 0 is, de¢ determinant
o - P
B1q ore Bk M2
e e (m=%k+1, ... , p; f=x + Ty eee 3 Q)
8kt e Bk %2
®m1 *°* Pmx qmét

die ven de orde k + 1 is, gelijk ean nul dus nle wij de minovron hierin
weer op de gebruikelijke wijze ascngeven

b 8.5 App = 0, zowel voor s =€ els voor s £ Z.
Dit houdt in wegens Am{f% 0, dat de m® vergeclijking van het stelsel
(I1I) een lineeir compositum is vrn de eerste k, zodat ieder stel op-
lossingen van de ecrste k vergelijkingen tevens voldoet asn de n® ver-
gelijking (m = k+1, ... , p). Hicrmede is het gevel p> k; q¢ > k
teruggebracht op het geval p = k; Q> k.
Het is verder duidelijk dat men bij het oplossen der eerste k vergelij-
kingen de getallen X pqroes o xq wildekourig kan kiezen_(eohter nict al-
len gelijk een nul) en dan, zoals in het voorafgernde is aangegeven, uit
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die vergelijkingen de onbekenden Xy o2 eee s X kan oplossen, d.w.z.
lineair uitdrukken in de grootheden Xy q? *ve o xq. Men vindt dan niet

® 4K, maar slechts 0 37K"1 gtellen oplossingen dasr elk stel evenre-
dig met een vast stel, tot eenzelfde oplossing aanleiding geeft.
Is ¢ = k+1 dan vindt men juist één oplossing, die bepaald+wordt door

(311x1 Foeee 8K = = 80 w1 Tked

-
*

& = -
S X b e By = ak,k+1 ret®

21,k+1 B2 v B4k 849 v Bk
C}U.E x1 = - Xk+1 . @ . » . . @ - w . H . . - . . * enz~

1B ka1 Bk2 *4v Bkx | 1Bkq e gk
Stelt men -

iv- 311 L N a1k “
X q SED Il U (wat mag want wij mogen alle oplossingen
Fk1 cer By x1,.... s xq tegelijkertijd met een constant%
die van nul verschilt, vermenigvuldigen)

dan vindt men

842 *rc Bq,k41 | 11843 =+ B4,k41
x1=oo-:stva;x2="onn.o-ol ---;
8o+ Bk, k41 1 %3 vt B,k
lay, oo a1k‘
X = {-—)k ‘ ‘
k+1 « it - . - » ‘!
ak1 LA &kk‘

De onbekenden zijn dus gelijk aan of evenredig met determinanten van de
orde k, cdie men uit de matrix
b
8.11 e e 8.1,k+1 ;i

€« & ® ® * & ® «‘4
1Bq ooe By x4q

verkrijgt, door deerin achtereenvolgens een kolom weg te laten en de
zo verkregen determinanten op de juiste wijze van een + of - teken te
voorzien. Men schrijft in dit geval wel kortweg
849 o0 By peql
XpiXpiXat ean 3Xp OCHe « v ¢ ¢« o §
81 " B, ke
(Het teken OC uit te spreken als "evenredig met de minoren van"),
X+ 2y +32 =0
Bvb. het stelsel! heeft de oplossing
3x + 2y + 8 =0
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123 23 11 31 12
X-Y-ZCCEB o 11} = }2 1\ : .»i3 1} : }3 2\: - 4:8:=4 = + 1:2:1.
Het geval p2 k ; ¢ = k kan direct worden behandeld. Immers na ge-
schilkte nummering der onbekenden en vergelijliingen
Bqq¥q T oeeet Ay X = 0
heeft nen e
ap1x1 + ees + Ay X = O.
Jegchouw het stelsel der eerste k vergelijkingen van dit stelsel. Dit
is een stelsel van k vergelijkingen met k onbekenden en rang der matrix
= k, velk stelsel éen en sleciits c¢én oplossing bezit, die men vindt met
behulp van de repel van Cramer. lien ziet direct in, dat wegens het nul
zijn van alle rechterleden, elk der onpekenden nul is, zodat de gevonden
oplossing niet als oplossing van hel homogene stelsel wordt aan emerkt.
samenvattend gzien wij dus dat p homogene lineaire vergelijkingen in
q onbekenden, wacrbij de rang der coefficientenmatrix gelijk is aan k,
- geen oplossing bezit als & = q,
één oplossing bezit als L. = q - 1.
@ Gk oplossing bezit als k<g - 1.
Opgave T. Los op het stelsel
X+ 5y +z-u=0.
x+y-2z+u=0.
X~y +3z +u=_.
Opgave 8. Los op het stelsel
X + ay + azz 0
X + by + bzz 0

X+ ey + c?z =0

Oprave 3+ Los op het stelsel

i

it

o

x1 + x2 + x3 + see + xn = 0
n=1
x4 + 2x2 + 453 + vee + 2 X, = Q.

. n-1
}L1+3x.3+9x3+u&6+3 xnﬂCﬂ.

- » - - L] - - - * » - L] - - . A d * A ]

X, + (n~1)x2 + (n~1)2x3 + een + (n~1)nn1xn = 0,

Tij zien uit het voorgaande dat als het stelsel
§a11x1 Foaes toBy X = 0
(ﬂ){onc-vv-n..tu

(an1x1 + wea + annxn = 0

een oplossing bezit, de rang der matrixﬂarslkleiner is den n, dus is de
&aterminanttarﬂ‘m 0, zodat het stelsel
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QpqXy *oeen T g X =Dy

» L - * - - L L] - - L -

' Bq¥q *oees FR RS bﬂ,
woarin niet alle b nul zijn, dan geen oplossing bezit. Beschouw verder
het gevol dat ecn q adreatische natrix uars{van de n°® orde de rang n - 1 |
hecft. Ous de dcte: minant Ang = 0. Het stclsel (IV) heeft dan juist
¢én oplossing.

X,l :X2u.. cxn = 1;11 6312. ee e o J.L,!n'

Jaze oplosping vindt men ook door de minoren van een andere rij te ne-—
men, dau vindt men

}x,inxe. sas xn = J‘T.,}Z J.\rz& L ,.Lrn.

Hiermedc is de vroecger afgeleide c1$anschap teruggevonden dic gegt,

dat 2ls een deteeminant By = C is, elk viertal minoren A, A rﬁ;épsyﬁpt
o g 3 3 " - e

cen evenredigheid vormt Ars' Art ~ & Apt

"ij bespreken tenslottc nox het begrip climinatie.

Jenst men uit de betrokkingen (IV) de grootheden X, «.v , X, die

niet allen nul worden ondersteld, tc elimineren den houdat dit in, dat
men cen rclatic sockt, die dan en glcchts dan aclddv, als er een stsl
seballen Xy, see 4 X, (nict allen nul) bestaat, dst aan de. botrekkingen
(IV) voldoet. In de gezochte relatie treden slechts de grootheden 8.
op, maar dc groothelen Xgy eee 5y Xy niet weer.: die zijn geclimincerd.

Het is duidelijk wat in het beschouwde geval het eliminabtic .resul-
taat is. Immers, als (IV) ccn oplossing bezit, is de rans der matrix
8.g klciner dan n, dus is de determinant \ars\= 0; is omgckecrd

}arska 0, dan lcert hot hicrboven bchandelde ongs, dat er ecn stcl getallen
Xgp oee s Xp (niet allon nul) bestaat, dat awn (IV) voldoet. Het climi-
natic resultaat is derhalvelars\= 0. 5ij cen stelsel (IV) hecft men

dus hetzif xg = vee =X, = 0, h’tuij‘arsl—

Het s uuid :1ijk dat uit het stelsecl (III) in het geval p <{g geen
climinztic resultaat tec verkrijgen is. Immers, hoe mon dc cocfficienten
a.g 0ok liest, stecds bestaat cen oplossing van (III). Het geval p = q
is zojuist bchandeld ¢n uit het gevondenc blijkt dat het geval p>a
leidt tot het rvl zijn van clke dberminant van de orde g, die in de
coefficiénten matrix Ya | vevat is.

- Beschouw cen gtoelsel lincairc vormen
L1 = a11x1 + aee + a1q q

- L - » » . -

%1 1 + L R N + a})
ficn noemt dezc p vornen lincair afhankelijk als er getallen X1{...;Ap,
nict allen mul, te vinden zijn, zodaniyg dat identick in de grootheden |
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Xgs ooe 3 Xy geldt
?HL1 + o0 + LP = Q.
Sehrijft men deze relatic volledig uit, dan zict men dat dc lincaire
afhankclijkheid der p gegeven vormen acquivalcnt'is met het bestaan van
cen oplossing van het homogenc stelsel vergelijkingen
B“H?\'x +oees + a‘P‘f}‘p =0
a1q)\1 + oeae + apq>\§
Is k de rang der cocfficicnten matrix ja || , dan zicn wij dat voor
kE = p het stelsel geen oplessing bezit cn voor k <p wel. Zijn nict
allec detcrminanten van de orde p  boevat in de matrix ﬂarsy y GClijk
aan nul, dan is hoet stclocl lincairce vormen onafhankeli jk.

Is p = q, dan zict men dat de vormeon afhankelijk zijn als de deter-
minant van de p° orda[arsl= 0 is, dus juist in hct geval, dat het homogen
stclsel L1 = 0; ses ; Lp = 0 oplosbaar is.

Iz p<i¢, on 2ijn de vormen L1, see LP afhankclijk, dan hecft men
)1L1 Foees ® }PLP = 0, dus als nen q - p willekeurige vormen L yeessky

0

ny =

toevoest, zict men dat cr cen stcl getallen W‘, cee }q bestaat (niet
allen mni), waarvoor geldt

?\1L1+‘09 +'>\II 20- ‘

L q .
Immcers noon Nypq = eee =:Rq‘ 0; daar nict allc getallen )%,‘.¢. ,‘A

I &2

p
$C1ijk zijn aon nuvl, is dat ook nict met allc gctallcn'h1, cos ,7\q
het goval.
18-11 e &1p
Zijn do vormen 51, ves LP onanfhankciijk, dan is i £ 0,
| "8p1 ... %pp !
dus alg men ncemb LP+1 = Xppqioces L_ = x_, heeft de coCfficilnten

determinant von dc vormen L1, ces o LO &ozcifdc vaarde als dic der vormer
L1, RN on verschilt dus van nul.

De vornen L1, ers g Lp zijn dus voor ¢ > 3 don un slochts dan onaf-
hankolijk, ols het mogelijk is g - p vormon Lp+1, cve Lq toc to vocgen
nan het stelsel, zodani, dut ook het astoelscl vornun L1, ene Lq onaf-
hankclijk is.

is

§ 10.
De rcehte lidn.

Thens seven we nogmaals dc theorie van de rechte 1ijn, waarbij nu
sebruik gomeckt voedt van de theoric der deturminanten ca mabrices.
T1j weton wit het voorafgaande, dat de vergelijking
ex +by+c =0
cen rochtc lijn voorstelt, tonzij & on b beidec nul zijn. In het geval
b £ 0 is, is de vergelijking tc bren_cn in de gedeante
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¥ = mX + n.

Zij] gevraagd de rechten in vergelijking e brengen, dic door ecn
gcgeven punt (x1,y1) gaon. Substitutic levort dan y, = mx, + n, dus
na aftrokken y - y, = n(x - x1).

“Jenst men de rechte tc bepalen, dic door twee geguven punten (x1,y1)
en (xe,yz) gaat dan heeft de gezochte lijn in icder gevgl de gedaante
¥ - ¥q = m{x -.x,) dus na substitutic van het tweede punt y, - yy =
= m(x2 -~ x1), woaruit na climinetic van m els gezochte vergelijking
gevonden wordd ‘

Vo = ¥
(1) Y- ¥ =g

{ — W 3
(x A1), mits x4 A Xpe

Is X, = Xp, dan luidt dic vergelijking x = Xqe
Men kan het resultaat (1) ook anders schrijven, fel.
(Y“.‘h) (xe - 3{1) "' (3’2 - 31) (x - K1) = 03
- B B - B A

dus = 0,
R Y- ¥y f
x1 ¥4 1 X ¥y
dvs na randen Xy = Xy y2 =¥y 0 = 0, dus Xy ¥ 1; = Q.
x -% vy-yy O x, ¥ 1!

Cok in het geoval Xy =% levert de laatste witdrukking ons dc gezochie
ver gelijking, want deze lwidt dan

x y 1 X = X4 y 1‘
’x1 74 11 10 ¥4 1 = 0, dus x = X, vogcns
:x1 Jo 1 ! 0 Yo 1 Y1 P2 yz'

Tr is nog ecn ;checl andere wijze om tot de gezochte vergelijhing te
geraken. Zij de geszoch.o vergelijhing

0. Dan heeft men na substitutic van het cerste
punt ax,+ by1+ ¢ = G, cn nosubstitutic van het

tweede punt a X, + by2 + ¢ = 0. “Hllen deze 3 homogene vergelijkingen
in dc¢ grootheden a,b,c, con van nul verschillonde oplossing bezittan

i}

ax + by + ¢

x y 1
dan moet dc codfficicntendoterminant, in casuix, ¥4 11}
X, Yo 1

gelijlh zijn ean nul.
Do vorgelijking der rochte, dic van de x- rosp. y-as ccen stuk af-
snijdt tor leongte a resp b, luidt dus

x y 1
a 0 1{=¢C, dus bx + &y = ab of § + % = 1.
0 v 1

4ij geven thans nog cen voorstolling voor de vergelijking van con
rochtc, of te leiden uit hot laatstc resultaat. Leat do loodlaju uit
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0 op de rechte een hoek X met de posgitieve x — as meken en een lengte
d hebben dan heeft men % = €08 X3 % = ginx, dus de gezochte vergelij- -
king luidt x cos & + y sin™ = & (normaalvergelijking van Hesse).
Ben rechte met vergelijking ax + by + ¢ = 0 is steeds in de normasl

1
vorm te brengen. Imm}ergngx_en dele beide leden door e, waarin e=1/a.é+b2

als c< Oene =-Va +b2 als ¢ > 0. Stel —g-‘ = cos x; dan is ‘2 sinng;
stel - g— = d. Dan is d > 0 cn men heeft juist de gedaante - - -
Xcax 4 i o o= oL gekie qen,

De normaalvergelijking van lesse is van belang bij het bepalen van
de afstand van cen punt tot emn rechte. 2ij het punt P (xo,yo) en de
rechtef x cos > + y singe= d. Om de afstand van I tot £ te bepalen
treklien we door P een rechte m//f, die dezelfde richting als f: heecft
en dus een vergelijking

X cosX + ¥y sinw. = £
bezit., Damr P op m ligt hecfit men na substitutie

Xy cos o + ¥4 sinx = f. )
De aistand van P en £ is gelijk aan de afstand der rechten. ‘en m,
dus gelijk aan het versch:%l van hun afgtanden 4 en £ tot 0. Derhalve
is de afstand van P tot ~ gelijk aan

l'f.....d } =§x0 cos > + ¥y, sin ™ - 4 i.
Laat men de absoluutstrepen in het rechiterlid weg, dan leert het teken
van dat 1id ons aan welke zijde van [,Ohet punt P ligt. Is n.l. dat 1lid
negaticf, dan ligt P aan dezelfde zijde vaen-f als O; is het positief,
dan aan de tegengestelde en is het nul, dan is,zoals trouwens al be-
xend is, die afstand nul, d.w.z. ? ligt dan op £ .
" Thens beschouwen we de figuur van t wee rechten v-é:l en 82 met verge-
lijkingen resp. a;Xx + byy + ¢y = 0 (i = 1,2). Onderstel b,b, £ 0, dan
unnen we de rcchte vergelijliingen schrijven in de gedaante y = m;X +
+ 0y (i =1,2).
Allcregerst vrasen wij naar de hoek, die deze met elkaar malicn. Deze hoel
X is zelijk aan Ky =Xy als 0(’1, 0<2 de hoeken zijn, dic {1 resp -
met dc¢ jopitieve x-~as maken. liecn heceft m -

‘cg:w,‘ = My3 tgcxz =, j dus tgo= tg X o -Dx_l) = —{—2-_;——55-—%25
Dij evenwijdige stand is ~x = 0, dus My = My, zoals ook dircet duidl-—
1ijk is. Uij loodrechte stand is o= 3, dus m,m, + 1 = Q.
Opgave 1. Depaal de afstand van het punt I'(1,2) tot de rechte {
3x + 4y = 5. Bepaal ook de vergelijking der loodlijn m uit P op ’fj.
Depasl het snijpunt S van m cn fen laat zicn dat de afstand IS golijk
is aan de al ecrder pevonden afstand. Thans‘ gaan wij in het algomeon
de ondcerlinge ligging van twee rachten f,! ,v’ffl o mot vergelijlkingen

a;x + by + ¢y = 0(1i=1,2)
na. 7ij beschouwven om hun snijpuntcn op t¢ sporcn de matrices
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1” §a1b ©1
A=} ] en B 1 .
| ay by
1% Heoft A do rang 2, dan D ool ¢n dan vindt men 1 snijpunt.
ay by
In dit gzeval is £ O.
a2 b2 !

j o0 Heoft 4 de rang 1
;11‘
(dus lar bo | = 0), dan kan B dec rang 2 bezitten. Iun dat geval
- hebben de rechten geen snijpunt. Dit ftrecdt dus op als

a; 3 ay =by o b, £ 04 : Ope
2-1 1

3° Hebben A en B beide rang ¢één, dan hecft men o = 00 @#inljpunten.

In dit geval is a b1 $ Coy zodat dan dc¢ rcchten sa-

1 8% = !
neuvallen.

i zien dus dat behalve in geval 20, twee rcchiten steeds cen snij-
punt hcbben. Het is dwvwidelijk dat wij ons van dit uvitzonderingsgeval
wensen tc ontdoen. Hicrtoe zullen wij nicuwe puntcn aan het complexe
suvelidische vliak mocten tocvocgen, dic als gnijpunt kunncen dienen van
twee rechten, dic in geval 20 vorkercn (dat zijn, zoals mcn gemekkelijk
inziet, evcnwijdige rechtcen). Recds cerder hebben wij ons §§Pied uit-
gebreid, n.l. toen wij cr punten mét niet reele coordinaten toevoegden.
De gang van zaken is dus. Uit het z.g.n redle wuclidische platte vlak
ontstaat na toevoeging der niet reele punten het complexe Buclidische
vlak. Voegt men aan dit laatste nog dc hierondcr te beschouwen oncigen--
lijke punten toe, dan ontstaat het complexe projectieve vliak. Had men
aan het reele Tuclidische vlak corst de oneigehlijke toegevoegd, dan had
men hct re€le projectieve vliak gekregen; dat na tocvoeging van com-
rlexe punten eveneens het complexe projectieve vliak nad opgeleverd.

Het 1s thans onze taak om, vitgaande van het complexc Euclidiseche
vliak, de gewenste uitbreiding hicrvan tot stand tc¢ brengen.

In plaats van getallenparen (x,y) tc beschouwen waardoor in het com~
plexe Buclidische vlak ccn punt is vastgelegd voeren we getallen tripels
(x,¥,2) in. 7ij eisen, dat x,y,z, niet allen gelijk zijn aan nul. e
noemen twee tripels (%,¥,2) en (x',y',2") gelijk als x : X' =y . y' =
=z :z' s dus als hun elecmenten cvenredig zijn. Verder identificercn
we met ecn punt (x,y) in het complexe Buclidische vlak het tripcl
(x,y,1) of alle er aan gelijke tripels. Bij cecn punt (x,y) behoren dus
alle tripcls van de gedaante (4x,ty,t), waarin t 4 O. De verzameling dei”
punten van het Euclidische platte vlak (derhalve dit vlak zelve) be-
hoort dus tot (is een declverzamcling van) de verzameling dcr hicrboven—

bechouwde tripels. Echter behoort omgelieerd niet bij ieder tripel
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{x,¥,2) con punt in het complexc Duclidische vlak. Is z £ 0, dan corres-
pondecert dit tripel, dat men ook lian schrijven in dc gedaante (§ » 1)
met hot punt (-~ 3), maar is z = C, dan bestaat cr geen punt (p,q)dat
met het tripel (x,y,O) corrcspondcert, want men heeft dan p.x=q:y=1:0,
dus x=y=0, maar ih het gepeven tripel (x,y,0) zijn volgens afspraak
niet alle olementen nul. llen is gcwoon de getallen x,y,z, waaruit een
tripel (x,y,z) is opgcbouwd, dc homoycnc coordinaten van ecn punt te
nocmen in het projecticve nlatt. vlalt.

Zvenmin als het megelijk is om in het recle uuelidische vlak de
complexe punten aan te ;evdn, kan men crin éo onvigenlijke punton aan-
geven.

Desgchouw cchter de rcchte y = 2x ¢n bekijk ce hicrop golegen rij
punten (2,1); (20,10) ; (200,100); (2000,1000);..., dic wij in homogene
coordinaten kunnen asnceven met (2,1,1); (2,1,C.1); (2,1,0.01);
(2,1,0.001);... licn gict dat de derde coordinaat nadert tot nul, hot-
scen rceden is om te zeggen dat de bijbchorende puntcen naderen tot het
oneigenlijke punt (2,1,0). Men zict dus, hoc men dit zou mouten™inpas-
sen' op onze reechte: Ieder op de rechtc gelegen punt heeft de eigen-
gchap, dat zijn afstand tot O klciner is dan dic van het oncigenlijke
punt tot O. 7ij mecrken op dat wij evencens tot dit oncigenlijke punt
nadcrcn door de rij punten (-2,-1); (-20, -10); (-200,-100);v.. tec
bcsehouwen, welke in homogene coordinaten de pedsante (+2, +1, -0.1);
(2,1, ~0.01); ... bezitten. Dat de rechte y = 2x maar écn oncigenlijk
punt bezit, zullcen wij zo meteon in ccn ander verband inzicine

Jerst merken wij op, dat allc oncigenlijke punton gekenmerkt worden
door z=0, dus door ccn vergelijking van de eorstc yraad, dic homogoen
is in dc vcranderlijken. Dit is de reden dat mon geght dat dc oneigen-
1ijke punten op €én rcchtc, dec oncisenlijke rochte . cnaamd, gelgen zijne.
Ock is n.l. dc vergcelijking van cen willekeurigce rochte: axtby+e=0,
in homogene codrdinaten geschreven, vun doe ceregtc graad want dan dicne
men, zoals boven is acngcetoond, x ¢cn y resp. te vervangen door E on X
waarna dc vergelijking na vermenigvuldiging met z de homozenc gedaunte
van de cerstc _raad ax+by+cz=C aannccmt. Door dic vermenigvuldiging
is ingzevocrd z=0, dus juist het op de¢ rechte gelopgen oncipgenlijke punt,
dat in hot Juclidische vlak uitcraard nog nict tot de rcchitc bihoordo.
ij lunncn nu ingien dat cen willckourige rechite ax+by+e=0 (a cn
niet beide nul) slechts één oncigenlijk punt bezit. Immcrs in homogenc
coordinaten luidt de vergelijking der rcechte ax+by+cz=0 cn om daarvan
oncisoenlijke punten t¢ vinden moct men het stelscl
ax+by+cz=0.
{ 2=0.
oplosscn.
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bc

§§Vun det stelsel isg daar a cn b nict beidc nul
011
zijn, zclijk aan 2, dus het stebkel hooft cen ovplossing.

"pnst men in het al.oemcen hot saijpunt tc bepalen van twee willckeou-

De rang der matri%a
0

rige rochten
%a1x + b1y teuz = 0

X + b.v 0

8,3 oV + Co2 =
dan mcrke nen op, dat men steccds één punt vindt, zodra dc cocfficicnton
natrix d¢ rang 2 hecit. Is dic rang cchicr 1, dun vallcn, zecals men
aemakltelijk ingict, dic rochten samcn. 771 morken nog cven op, dat men
d. gevoonte heeft alle tripels ovenrodig met coen bepaald tripel (x,y,z),
identick te verklarcn bij het beschouwen van o_lossingen van homogene
vergelijkingen en verder het dripel (0,0,0) nict toc te laten. Zchter
is hetzelfde het goval met het aangeven van c¢cn punt in homogenc coor—
dinatcn, zodat indcrdaad met één oplossing ven het beschouwde homogoene
stelsel juist één punt corrcspondcert. Ook in het zeval 20, het uifgangs-
punt hicrboven, hebben dc twee begchouwde rechten één snijpunt. Dat punt
moct dus cen nicuw ingevoerd punt zijn. Inderdaad hecft men in dat geval
OGNS ay o8, = b1 : b2 £ ¢, & ¢, voor het snijpunt
a,‘ §
o Q = (b1c2 - b2c1) : (c1a2 - c2a1) : O.
2 Y2 Cpl
Twee cvenwijdige rechten hevben derhalve cen oncisenlijk  snijpunt.

7ij kunncn dus voortaan mcet homogenc codrdinaten,dus in het complexe
projecticve vlak, -wrerken cn gien dan dat twee verschillende rechten
stoeds ecn punt goemeen hebben. lict recle Zuelidische vlak is voorss ecn
declverzameling van het comploxe projcctiq%lak.

Ock in het projeetieve platte vliak is de bewering juist, dat door
twee verschillende punten één rechtc bepaald wordt. Immers door de
punten P1(x1,y1,z1) en Pg(xz,yg,zg) gaat deo rcchtc ax+by+ez=0 als seldt

{ ax, + by1 + Czy 0]
ax, + by2 + ez, = 0.

X .y 20l 3

i

Uit de laatste dric rclatics volgt na climinatic der homogecn crin optre--
dende onbekende coéfficicnten a,b cn ¢
|x ¥ =
de relatic :x1 Yq B4
Xy ¥o zé
licn merke hicraan op, dat voor cigenlijke punten (waarbij Z, 24 en z,
~¢lijk aan 1 Bc¢ maken zijn) deze rolatic overgaat in cen al eerder ge-
vondenc. 0ok kan men aan deze vorgelijking (dic van de ccrstc _raad is

300
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in X,y ¢n 2, dus con rechte voorstelt) dircet zien, dat de crdoor be-
paaldc rechte door het punt ?1 gaat, want vervangt men crin dc onbeken-
den (x,y,z) door dc coordinaten van het punt PT’ dan krijgt dc¢ beschouw-
de determinant twee gelijke rijen cn is dus gelijk san nul, Evenzo zict
men dat dic rcchic door het punt Pg(xg,yz,zg) gaat,

Aan de determinant is nog vecl mecr te zicn. Daar de waarde crvan nul
is, is de eerste rij ecn lincaire combinatic cer 2¢ en 30 rij, dus
(2) x = Ax1 + MXy; ¥ = }\.y1 +/A Y05 B =dz, + Mz,
ilen kan deze rclaties, die ons de coordinaten van ecn willceckeurig punt
der verbindingslijn der punten (x1,y1,z1) cn (x2,y2,z2) leveren, ook
uit het al corder geovondene afleiden voor cisenlijke punten, want men
had tocn
(3) x = "X Xy oy o ATy AT,
lion merke op dat hier sprake is van dc punten (x,y), (x1,y1~ ) en
(xe, yz), dus in homogenc coordinaten (x,y,1), (x1y1,1) cn (xz,y2,1).
Voor dec nocmers A + M schrijve men hz1 +MzZ, CR van het punt (x,y) =
= (x,y,1) mag mcn dan alle coordinaten vermenigvuldigen met .X‘*,~L=
'Kz1 + 4z, waarna juist de voorstelling (2) is tcruggevonden. Qok in
het geval één der punten P, <n P, oncigenlijk is, geldt (2) natuurlijk.
In het geval men van cigenlijke punten (x1,y1) cn (x2,y2) uitgaat, vindt
men, als A +M = 0 is (juist hot geval dat wij vrocger mocsten buiten-
sluiten), ccn oncigenlijk punt. Hicrmede is dus alwcer cen uitzonderings
geval voor de¢ geldigheid van cen formule opgcheven door het invocren
van homogene coordinaten.

Men schrijft de relatic (2) ook wel in de gedaantc P ==>\P1 +M Py,
waarbij het dan de bedocling is, dat deze betrckking voor elk der coor-
dinatcn der beschouwde punten geldt. In het Luclidische vlak hing de
verhouding A /' samen met dc dcel¥uerhouding PPy : PP,, waarin hct punt
P het lijnstuk P1P2 verdceldc. Het begrip deelverhouding heeft, zoals
later zal blijken, in het projecticve plattc vliak geen zin (cvenmin als
b.v. de begrippcn afstand c¢n hock). Ecn ander begrip dat in hot projce-
ticve vlak wel zin hecft cn dat wij thans algeast willcn noocmen, is het
begrip dubbelverhouding, Jeschouw op ccen rechte vicr punten P P1 P2
en Pye 7ij P=X:P1 +pPy; Py = pPy +0°P,. Dan dofinicert men het quotient
‘Q g als dexdubbclverhouding der vicr punten cn mon schrijft kortweg
(P4P,23P) =1 : £, Later gean wij hicrop verder inm.

Dvenals wij thans aan de punten dric homogence codrdinatoen hebben
gegeven, kunncen wij ook aan de rochten dric homogenc codrdinatcen gevens
Immers een rechte ax + by + ¢z = 0 is bepaald door harc cotfficicnten,
waarbij mcn weder opmerkt, dat men indicn dege coc¢fficicnten allen
worden vermenigvuldigd met cenzelfde vaen nul verschillend getal, dezelf-
dc rechte terugvindt. De getallen a,b,c nu kunnen dus dicnen als homogene
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geno cobrdinaten van con rechte, &l hebben ze, zoals blijken zal, ge-
heel anderc cigenschappen dan dc homojcne codrdinaten van cen punt.
Hen is veclal gewoon de homogcne codrdinaten van cen punt aan te duiden
met (x,y,z) of (x1,x2,x3) of (xg,x1,x2) waarbij mgﬁzin het tweede goval
voor het getal z de aanduiding X3 gebruikt. Dij de schrijfwijze is het
~etal z, thans geschreven als Xye vooropzezet. Do coordinaten van cen
rechte geeft men veelal acn met (u,v,w), (u1,u2,u3) of {uo,u1,u2). wij
zullcn ons voorlopig, om dubbelzinnighoid tc voorkomen, beperken totd
de cerste on twecde schrijfwijse. ‘
Opgave 2. Bempaal het snijpunt van de rochtc door de punten (2,3,4) en
(1,0,1) met d¢ rechte (2,3,4).
Orzave 3. Dercken do hock die dc rechte door de punten (2,-1) en (1,2)
maakt met de rechte door het punt (4,2), dic loodrecht staat op de rech-
tc 6x + 3y = &..
Cpgave 4. Bepaal de vergelijling der tiscctrices van de rcchten
3Jx + 4y =T cen 12x + 5y = 104
Opgawc 5. Duschouw cen A .BC mct hockpunten (-7,0), (7,0) cn (2,12).
Bepaal de coordinaten van het hoogbepunt, het zwacricpunt, het middel-
runt van de oBgcschreven cirkel cn het middelpunt van de ingeschreven
cirkel. | ‘
Opgave 6. Bepaal de afstand van het enijpunt der pechten 3x+2y=7 en
x-y=6 tot de loodlijn uit het punt (1,7) op dc rcchic 8x+15y=16.
Opzave 7. Bopaal de vergelijking dor rechte door de punten (xo,yo,1)
en (1,m,0). len merke op, dat het rcsultaat overcenstemt met hotgeen
men had govonden bij het bepalen van de rechtc door (xo,yc) met rich-
tings-cocfficiént m., Het geven van cen richtingscoefficicnt m is blijk-
baar acquivalent met het ciscn dat cen rechit. door het oncigenlijke
punt (1,m,0) gaat. (Reken dit na)e. De stclling dat door cun punt ¥
één rechtc gaat, dic cvenwijdig loopt met cen gegoven rechite (dus dec
richting dicr rcchtc hesft) is in het projecticve vlak nicts anders dan
ccn byzonder gevel van de bewering, det door twee verschillende punten
één cn slecchis één rcchti gebracht kan worden.

Door het snijpunt der rechioen 81 (u1x+v1y+w1z = 0) ¢n 52 (u2x+vzy+w2mm
= 0) sact ook icderc rochte van dc gedaante ‘\f1+,0*€ o1 d.w.2. icderc
rcchte met coordinaten (3 W+ S0, ’}v1+,¢av2, ’Aw1+,m,w2), want dit punt
voldoct aan VXV YW, 5 = 0 cn amn UpXH+V Y HW, T = 0, dus ook aan

}{u1x+v1y+w1z) + AL (U X4V, ¥+ w,2) = O
Svenals eon willckeurig punt P der verbindingsrechte van twee punten
P, en P, de schrijfwijze P = A:P1+/&LP2 toelict, is con willckourige
rechte 4 door het snijpunt van twee rochton 4; cn ~{2 tc schrijven in
de godaante £ = A€ .+ u{ ,. Lien ken nu ook aan 4 rochton 4’1,{2,§0ﬁ

» &eendo door één punt, cen dubbolverhouding tockennen, waarvoor men
vindt
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(e-gfg)-—:k‘:%,als €=A€+,u€~€ 814-0“@
Zij . ovraqu dc rcchte door het punt (a b c), le gaat door hct snij—
punt der rechien u1x+v1y*w1z = 0 cn u2x+v2y+wgz = 0, t¢ bepalen dan
morken wij op dat dege von de _edeaante

A (u, x+v1y+w1ﬁ) +}&(u X+ 5§, z) =0
ig cm daar zij door het punt (a,b c) mout goean, dicnen de gotallen

A cn i o voldc:n aan

A 1+v1b+w1c) + 4(u u+V2b+W20) = C.

“liminatic van A cn shieruit levert ons dircet de gezochte vergeli jking
W, X+, Y+ o Uy XAV 5 Y+, 2

u1a+v1b+w1c u2u4v2b+ﬂ2

Zen aanteal dor bovengevonden rosulitaten over puntocn cn rechten heb-
ben coun merkmaardige overcenkongt, dic men dueliteit nocmtb.
Zen punt heeft dric homogons coore- wen rochte heoft drie homogonce
dinaten (x,y,2), dic men dc homoge- coordinaten (u,v,w), dis mcn homo-
nc »unt coodrdinaten nocms. gence lijncodrdinaten nocmt,

Door tweo verschilleunde punten zeat |0p twes vorschillende rechton lipt

¢én richte. iéen punt .

alk punt op dc rochte door tweo iﬁlke roeechte door het snijpunt van

punten P1 ¢n P2 bezit de gedacate ‘twcu rcehton —91 en ‘i bezit de
?\P1+/AP2. !gcdaantb NE g% at’

gdlho rcehie bczit cvn vergelijking
'van dc corste graad in punt” coor~
dlnatvn.

Om bij do 4° buwrering dc corrusponderende bemering linls te runnen bij-
gehrijven gonn wij de betckenis na dicr bewering roechts. Dose luidt:
w1k punt op ecn rechie £ ncot runtcodrdinaten, <ic voldogn a.n cwun
vergelijking van de cerste jracd. "at weten wij celiter over @lle rocchten
dic door con geseven punt T(o,b,e) gaant 2ij ux+vy+rz = O zo'n rcchto,.
Jen voldoen de lijnecoordinoton (u,v,=) dizr ruchic oo uotvb4re = O
of auvtbv+ew = 0, dus do liji coordiccaten van cen willcelkceurige rochte
door ccn pvnt P voldocn an con voergelijking ven d¢ cerste sroaad, on-
ders gezend: Lon willckourip punt T bezit in lijneoordincten cen ver-
calijking van de cerste graad. Van do rechte 2x+3y+d4z = O zijn de lijn-
coordinaten (2,3,4); z0 blijkt ons thans het dualce resultact. Van hot
punt met punteoordinaten (2,3,4) is de vergelijking in lijnooordinaten
2u+dvidw = O
Opg.8. Bewijs dat de vergelijking van ecn punt, golegen op de rechte
door d¢ punion a1u+b1v+c?w = 0 on a2u+b2v+02w = 0 do cdaantc
}(a1u+b1v+o1w)-+/L(32u+b2v+czw) = 0 bozit.
0p»9, Berijs dat de vergelijking van het snijpunt dor rochten
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(uqsvy,7y) on (05, Vp,7y) 1uidt uy vy Wyl = O
| Mo Vo Wzi
Tot slot goven wij nog cnkcle bifzoficrheden. g
Men neemt vier puntén (vicr rechten) harmonisch, als hun dubbelverhouding
selijk is acn —- 1.
Bijvoorbecld: Zijn gogeven de cigenlijke puntcen Pq(x1,yﬂ) en
Po(%y,¥,), dan is de dubbclverhouding (P,P,M.Q2) =~ 1, dus Py,P,,H en
0 vormen cecn harmonisch vicrtal, als men ondcr M vorstaat het midden .
von et lijustuk P1P2 c¢n onder i, hut oncigenlijke punt der rechte P1P2.
Opg.10. Bewijs dite
Def, Mon moemt de rochten met richtingscocfficiont i of -~ i isotroop.
Opg.11s Bewijs dat de volgende vicr rechtcn door O cen harmonisch vicr-
tal vormen: cen recchte y = mx; de loodlijn crop y = - =x; d¢ isotrope
rechte y = ix en de isotropc rechic y = -ix
Uit do laatste opgaven ziet mon dat de uit do gewene mootlun®EXBEEEip-
pen als loodrocht en midden ook tc definicren zijn met behulp van het

Bl

boorip dubbelverhouding. Het is dan ook dit begrip dat in de projectic-
ve mectkunde cen fundamentelce rol speelt.

Opg.12. Bepaal de vergelijking der rechte die het snijpunt van de
rechten m, en m, verbindt met dat van de rechten ny en m,. Heeft m;

de vergelijking

W XAV, YW 5 = O (i =1,2,3,4),
herleid dan de gevonden vergelijking tot de gedaante
fug vyoow, (vw)34 x{
}uz Vo Vo h(wu)34 M 0.
f i
r(uv)34 2y

Opg.13. Beschouw drie punten 4(1,0,0), B(0,1,0) en C{0,0,1). Xies op

AC een willekeurig punt P en op BC een willekeurig punt Q. Laat de

verbindingsrechte van C en snijpunt van PB en AQ de rechte AB snijden

in T. Zij verder S het snijpunt van PQ en AB. Bewijs dan, dat de pun-

ten A,B,T en U een harmonisch viertal vormen.

Cpg. 4. Op de rechthoekszijden AB en AC van een rechthoekige driehoek
ABC beschrijft men buitenwaarts de vierkanten ABDE en ACPG. Bewijs,

dat de verbindingslijnen CD en BF elkaar snijden in een puht, dat ge-~

legen is op de hoogtelijn AH op de hypotenusa.

Opg.15. Gegeven zijn drie hiet door een punt gaande rechten my, o, en
Mye Bepaal de meetkundige plaats der punten, waarvan de afstanden tet

twee dier rechten samen gelijk zijn aan de afstand tot de derde rechte.

Opg.15. Beschouw een vierhoek ABCD waarvan de overstaande zijden AB en
- CD elkaar snijden in S en de overstaande zijden BC en DA elkaar snijden
Yin T, Bewijs, dat de middens van AC,BD en ST op één rechte liggen.
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Opg. 17. TBewijs dst drie rechten (u1,v1,wﬁ), (uz,vz,wz) en (ua,v3,w3)
dan en slechts dan door één punt gaan als
W, v, W,
UsVoWo| = 0
UV aWy
is.
Opg. 18. Wij vonden dat een punt Pa(XBsz ) dan en slechts dan op de

rechte door P (x1,y1,z ) en P (x2,y2,z ) ligt, als

| %4942 |
EpY %0 =0
*3¥373 |
is. ,
Voor eigenlijke punten luidt deze relatie in niet-homogene codrdinaten
X494 1
Xo¥ 5 1{=0.
X393 1
Het linkerlid van dege uitdrukking heeft ook een betekenis voor het geval
dat P1,P2 en P3 niet collineair zijn. Men bewijze nl. dat die determi-
nant, afgezien van het teken gelijk is aan 2maal de oppervlakite van
AP PZP . Dit bewijs is rechtstreeks te leveren of door deze oppervlak-
te te berekenen a&s,,P1P2 d, waarin d de met de normaslvergelijking

van Hesse te vinden afstand van P3 tot de rechte P1P2 voorstelt.

§11. Krommen in het projectieve vlak,

Beschouw een algebraische kromme, dit is de vergameling der punten
(x,y) waarvan de coSrdinaten voldoen aan een betrekkingftx,y)a C en
waarbi; f(x,y) een gehele rationale uitdrukking in x en y voorstelt.
Het is duidelijk dat wij door x en y te vervangen deor—§~ reep.*g— na
vermenigvuldiging met een geschikte mscht van 2z een homogene vergelijking
q)(x,y,z) 0 vinden, die van dezelfde graad in x,y en z is alsqp(x,y)
in x en y. Men heeft dan weﬂens de homogenlteit van ¥

¢ (x,5,2)= 2" P&, ,1)= 2" { (&-,-1).
Wij zien tevens, dat voor z= 1 gevonden wordt g{x,y,1)={f(x,y), zodat
men door in q{ X,¥,2) de cobrdinaat z gelijk aan 1 te stellen, de functie
f(x,y) terugvindt.
Ieder eindig punt (x,y,z), dat ligt op de kromme ?(x,y,z): 0, ligt even-
eens op de corspronkelijke kromme. De nieuwe kromme bevat echter nog meer
punten dan de oude, nl. die punten waarvoor z= 0. Wenst men derhalve
de oneigenlijke punten der nieuwe kromme te vinden, dan diene men deze
te snijden met de oneigenlijke rechte z= 0. Men heeft dus op te lossen
het stelsel ;
%ff(xfy,m)a 0 |

= Gn
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Nu is*?(x,y,z) te schrijven in de gedsante an+an_1z+...+aozn, waarbij
de grootheden a, wegens de homogeniteit vaniP(x,y,z) homogene veeltermen
in x en y zijn van de graad ¥V (¥ =1,..,n). Wij kunnen dus in plaats van
het bovenstaande stelsel volstaan met het oplossen van het stelsel

? a,(x,y)=0

z = Q.

Hierbij zien wij, dai de cobdrdinaten (x,y,0) der oneigenlijke punten
van de kromma&p(x,y,z): 0 bepaald worden door an(x,y)= 0, dus door nul-
stellen van het hoogate graadsgedeelte in x en y van!?(x,y,z) of door
nulstellen van het hoogste grasdsgedeelte van;[(x,y). Men zegt vaak kort-
weg, dat men door het bovenstaande de oneigenlijke punten der kromme
F(x,y)= O heeft bepeald.
Vb. De oneigenlijke punten der rechte y= mx+n vindt men uit
y=mx 3 z= 0 3 dit is dus het punt (1,m,0).
Opg. 1. Eepaal de oneigenlijke punten van de
= ‘ Kegelsnede x2~2 xy+y2+3x-?y= 10.

parabool yé: 2px o
x —
hyperbool ~;§— - {%ﬁ = 1.
2 2
(3 x X —
ellips a2 +—§§— = 1.

In het laatste voorbeeld vinden wij een kromme met complexe oneigenlijke
punten. Dit doet zich veelal voor bij geheel in het eindige gelegen fi-
guren,

Onder een asymptoot van een kromme verstaat men de rasklijn aan
de kromme in één van haar omeigenlijke punten,

Zij gevraagd de asymptoten te bepalen van de kromme

x2-4xy+3y2+2x~8y~10= 0,

dan bepale men eerst haar oneigenlijke punten, waarvoor men vindt
(3,1,0) en (1,1,0). Wij trekken eerst een koorde der kromme door het ene
oneigenlijke punt (3,1,0), d.i. een rechte met richtingscoefficient %—

dus met de vergelijking y=§x+n, waarin n willekeurig is. Vervolgens bepa-
len wij het getal n zodanig, dat het tweede snijpunt van deze rechte
en de kromme eveneens in (3,1,0) valt. Nu vindt men dit tweede: snijpunt
bv. door substitutie van y= ix&n in de vergelijking der kromme, hetgeen
- meteen homogeen geschreven -~ oplevert

—xn(2n+§) + (3nz—8n~10) z%= 0.

Het ene snijpunt van rechte en kromme is dus z= Q0 j y= 3 x, dus (3,1,0),
zoals wij al wisten. Het andere voldoet aan ~x(2n+§)+z(3n2-8n~10)a 0
en wil dit oneigenlijk zijn, dan moet dit neerkomen op 2= O, dus moet
gelden n= —%. De rechte y= %— X - % is due de gezochte asymptaot.
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Opg. 2. Bepaal .= de andere asymptoot der beschouwdezkrommg.
Opg. 3. Bewijs dat de asymptoten van de hyperbool~—2 'XE = 1 elkaar
snijden in het middelpunt van die hyperbool.
Opg. 4. Bepaal het snijpunt der asymptoten van de in opgave 2 beschouw-
de kromme en laat zien dat dat het middelpunt is van die kromme,
Opg. 5. Alle cirkels van het platte vlak bezitten dezelfde twee onei~
genlijke punten. Men noemt deze punten de cirkelpunten van het platte
vliak. Toon aan dat deze punten liggen op de isotrope rechter door’een
willekeurig eindig punt van het platte vlak getekend.
Opg. 6. Toon aan dat de verbindingsrechte van een brandpunt van een el-
lips (hyperbool of parabool) en een der cirkelpunten raskt aan deze el-
lips (hyperbool of parsbool). 2
Opg. 7. Men noemt de op de korte as der ellips -5 + X? 1 gelegen pun-

ten (0,ci) en (0,-ci) wel de imaginaire brandpunten der ellips ;

bewijs dan dat de som der afstanden van een willekeurig punt van
de omtrek der ellips tot deze beide punten eveneens constant is.
Opg. 8. De brandpunten van een ellips gijn de 4 snijpunten der 4 rask-
lijnen, die men uit de cirkelpunten aman de ellips kan irekken. (verg.
opg. 6.)
Wij venden vroeger een kenmerk om uit te maken of een kromme met verg.

2

ax2+2bxy+cy +dx+ey+f= 0O

een ellips, hyperbool of parabool voorstelt. Lettende op het in opg. 1
gevondene kan men deze 3 typen kegelsneden ook definiéren als krommen van
de 2° graad, die 2 toegevoegd complexe, 2 reeele verschillende of 2 sa-
menvallende snijpunten hebben met de oneigenlijke rechte. Vatten wij deze
karakterisering in het oog, dan ziet men dat men bij bovenstaande verg.
van de tweede graad slechts behoeft uit te maken hoeveel snijpunten er
te vinden zijn met z= '%zoals wij zagen, beslist wordt door het aan-
tal nulpunten van het hoogste graadsgedeelte

ax2+bxy+cy2,
en dit wordt weer beslist deor uit te maken of D= b2-4ac positief, nul
of negatief is, geheel in overeenstemming met het in §5 gevandene.
Wij bepalen thans het aantal snijpﬁnten van een willekeurige rechte en
een kromme van de graad n in het projectieve vlak. 21ij de vergelijking
der kromme in homogene codrdinaten f(x,y,z)= 0, waarbij de uitdrukking
f(x,y,z) homogeen is en van de graad n in de variabelen x,y en z. Wi}
gaan nu ons assenstelsel zo wijzigen (verschuiven en draaien) dat de
nieuwe Y-as samenvalt met de gegeven rechte. Deze transformatie is vr

K j{ -1 ey
de gedaante T = S ey F St

i o
x Z Z.
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dus van de gedaante

{’ P”«”f = X"mﬁ( "“YS-::«D( +-“2

Iy = KX vnx +Y covex + €2

tf)'z = -
waarinfyeen willekeurige evenredigheidsconstante voorstelt (immers x,y
en z zijn, evenals X,Y en Z op een factor na bepaald). Men ziet gnmiddel-
lijk in dat hierdoor de vorm f(x,y,z) overgaat in een vorm F(X,Y,2),
die eveneens homogeen en van de graad n is. De snijpunten van onze krom-
me en de gegeven rechte (dus de nieuwe X-as) voldéen aan

{ (X,Y,2)= 0
g Y = 0.
Substitutie van Y= 0 in de vergelijking P(X,Y,Z) = O geeft ons voor de
verhouding X ¢ Z juist n waarden, die bepasald worden door een homogene
vergelijking van de graad n in X en Z. Wij vinden zo juist n snijpunten
van de gegeven rechte en de gegeven kromme, waarvan er eem aantal kan
samenvallen, (in welk geval raking kan optreden). Men merke op, dat het
heel goed mogelijk is dat een der wortels der homogene vergelijking in
X en Z het stel X= 1; 2= 0 is, zodat men dan een oneigenlijk.snijpunt
van kromme en rechte vindt.
Bv. De kromme xy= x+1 en de x—-as hebben één ecigenlijk en één oneigenlijk
snijpunt nl. (-1,0) en (1,0,0).
Het enige geval dat wij nict op deze wijze kunnen behandelen is het ge-
val, dat wij het zantal snijpunten van een kromme en de oneigenlijke
rechte wensen te vinden, want wij kunnen het cobrdinatenstelsel niet zo
verschuiven of draaien dat de x~as met de oneigenlijke rechte samenvalt.
Dit geval is echter vroeger al beschouwd, want wij vonden al dat wij om
deze snljpunten te bepalen, het hoogstegreads gedeelte van de vergellj-
king der kromme nul hadden te stellen en 4it geeft ons juist een homoge-
ne n® graadsvergelijkingléx en y, waaruit in het algemeen n waarden x:y
volgen, zodat wij n snijpunten (x,y,0) vinden.
Wij zien dus dat een kromme van de graad n en een rechte in het algemeen
n gnijpunten hebben, Wij gebruiken hierbij de uitdrukking "in het alge-
meen" omdat het kan gebeuren, dat er meer snijpunten zijn (minder snij-
punten zijn er zeker niet, mits men maar de meervoudige snijpunten meer-
voudig telt) en wel in het geval, dat de rechte deel uitmaskt van de krom
me. Zo vindt men dat de kromme xQ—yea 0 met iedere rechte twee snijpun-
ten heeft, afgezien van de rechten x=y en x= -y, die geheel tot de krommc
behoren en er dus "oneindig veel™ snijpunten mee¢ hebben.
Opg. 9. DBepaal de oneigenlijke punten van de lemniscaat
(x2+y2)2m 2&2(x2~y2).

Bepaal eveneens de snijpunten van deze kromme met de rechten y= x en
y= ix.
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N §142. De cirkel.

Zoals wij zagen onderscheidt zich de cirkel van de andere krommen van de
tweede graad door het feit dat in zijn vergelijking het tweedegraadsge-
deelte van de gedaante x2+y2 is. Dit houdt in, dat alle cirkels dezelf-
de oneigenlijke punten rezitten.
Opg. 1. Bewijs dit. Welke punten zijn dit?
Uok het omgekeerde is waar, nl. dat eezn kromme van de tweede graad, die
door de cirkelpunten gaat, een cirkel is. WiJ beschouwen thans de verg.

a(x2+y2)+2bx+20y+d= 0. ‘
Om te bereiken dat deze onder alle omstandigheden een cirkel voorstelt,
hebben we behalve cirkels met reeele straal ook cirkels met imaginaire
gtralen of een straal nul in te voeren. Dit is reeds vroeger geschied.
Echter is het geval a= O thans ook toelaatbaar. Maken wij de vergelijking
eerst homogeen, dan zien wij dat dit leidt tot

2bxz+2cyz+dzg= 0
dus tot twee rechten, nl. de oneigenlijke rechte en de rechte Zbx+2cy+dz=
= 0, die in het geval b=c= 0 eveneens de oneigenlijke rechte kan zijn.
In dit geval krijgen wij de dubbel geételde oneigenlijke rechte, die
tenslotte ook onder de cirkels gerekend moet worden als we de definitie
gebruiken dat een cirkel een figuur ven de tweede graad is, die door
de cirkelpunten gaat. Met het bovenstasnde is tevens de omker1ng van
deze bewering bewezen. (Ga dit nal).
Een willekeurige rechte ax+by+c= O is dus steeds tezamen met de oneigen-
lijke rechte als een cirkel te beschouwen en wel de cirkel axz+byz+052=0.
.« Van groot belang zijn de nulcirkels. De vergelijking van de nul-
cirkel, dit is de cirkel met stiraal nul, die de oorsprong tot middelpunt
heeft, luidt x2 % 0, dus x+iy= 0 en x-iy= 0. Deze cirkel is "ontaard"
(gedegencreerd) in de twee isotrope rechten door de oorsprong. Inderdaad
heeft ¢lk eigenlijk punt (t,it) van de isotrepe rechte y= ix een afstand
nul tot de oorsprong. Het enige reeele punt van een nulcirkel is zijn
middelpunt.
Wenst men een cirkel te bepalen die gaat door drie punten Pr(xa'xi)
{(r= 1,2,2), dan moeten de homogene coefficiéenten a,b,c,d in de verge-
lijking van de cirkel

a(x2+y2)+2bx+2cy+d= 0]
zo0 worden gekozen dat
a(x12+y12)+2bx1+2cy1+d: 0

a(x22+y22)+?bx2+2c32+d= 0
2 2\ e hn aal
a(x3 ¥y )1be3+nuy3+dm Q.

waaruit door eliminatie voor de gezochte vergelijking direct wordt gevon-
den
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xX“+y X ¥ 1
2,2
; 12+y12 S S T
'122+y2 X5 Io 1
2
x3 +33 x3 y3 4

of, als wmen in homogene codrdinaten had gewerkt

x2+32 X7 vz z° !
2 2 2
X12+y1 %1% Y424 212 : .
2 i = 0.
X o XpZo Yo%y 2o
5 2 2
Xy t¥3 X3By V3%3 Zy

Wij zien hieruit dat door 3 collineaire punten nu ook een cirkel gaat‘
bij ontwikkeling van e:n der gevonden linkerleden ziet men, dat dan de
minor van x2+y2 gelijk is aan nul, zodat men iets vindt van de gedaante
&xz{Byz+sz= 0, hetgeen juist voorstelt de rechte door de drie gegeven
punten, asangevuld met de oneigenlijke rechte.

Dat cen cirkel door 3 punten bepaald is, vindt zijn oorzaask uiteindelijk
daarin det in de vergelijking van de cirkel 4(=3+1) homogene coefficien-
ten optreden. Zo is een rechte, waarvan de vergelijking 3 homogene con-
gtanten bevat, bepaald door 2 punten en eén willekeurige kegelsnede, waar-
van dec vergelijking, naar wij vroeger afleidden, 6 homogene coéfficien-
ten bevat, door 5 punten. Een willekeurige kegelsncde is dus bepaald
door 5 punten; door de eis, dat twee dezer punten de cirkelpunten zijn,
wordt decrze kegelsnede een cirkel, die derhalve door 5-2= 3 ﬁunten be-
paald is.

Wij geven ook een betekenis can de uitdrukking x12+‘y1 +2bx1+20y1+d voor
een punt (x "d) dat niet op de cirkel x +y?+?bx+20y+d— 0 ligt. Hiertoe
gaan WwWij uic van het begrip macht van cen punt P ten opzichte van een
cirkel met middelpunt M en strasl R. Men verstaat onder de macht m van

P t.0.v. cirkel M de uitdrukking m= PM°~R%, Het is evident dat m= O voor
punten P op de cirkel, zodat het vermoeden rijst, dat m wel eens gelijk
zou kunnen zijn aan de beschouwde uitdrukking, die cok.nul is voor pun-
ten op de cirkelomtrek. Inderdaad is dit het gevél Het middelpunt van
de cirkel heeft de cobrdinaten (~b,-c), terwijl de straal R gelijk is aan
yfb ;ZQ:E Derhalve is PMz-Rgz(x +b) +(y1+c)2 (b2+02—d)=

= X12ny1 +2bx1v2cy1+d.

2

Wi} merken nog op, dat m= PMZJH2 voor punten P buiten de cirkel positief
is en wel gelijk aan het kwadraat van de lengte der raaklijn uit P san
de cirkel, dus gelijk asn het product PS.PT, als S en T de snijpunten
zijn ven een willekeurige rechte door P, die de cirkel in 8 en T snijdt.
Ligt P binnen de oirkel dan is -m gelijk aan zo 'n product PS.PT. In 4it
geval is m negatief. |
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Naast de figuur van punt en cirkel beschouwen wij thans de figuur van
rechte en cirkel. Een rechte y= mx+n heeft met de cirkel x2+y2= R® twee
verachillende of iwee samenvallende punten gemeen al naar gelang de door
substitutie gevonden vergelijking x2+(mx+n)2= Rz een discriminent D heeft
die verschilt van of gelijk is san nul. In het ecrste geval kunnen de .
snijpunten ook toegevoegd complex zijn, in het tweede geval zegt men
dat de rechte san de cirkel raskt. Dit treedt op als

D= m?n®-(m°+1) @%+n%)= 0,
dus n=1 Ry m+1. Wij vinden dus voor de rasklijn aan een cirkel x2+y2=32
met gegeven richting m, de vergelijkingen

y= mx tp m2+1‘
Dit resultaat kunnen wij o.a. gebruiken om de raasklijn san de cirkel
in een punt P(xcyo) van de cirkel te vinden. Immers dan moet het getal m
30 bepaald worden, dat y = mxoi Rfvg?+1, dus (yO-mx0)2= Rz(m2+1), dus
2+y02= R%L(y0m+xo)2= 0, dus m=- ;9
Opg. 2. Toon aan dat een rasklijn loodrecgt staat ep de straal door
het raekpunt. Na substitutie vinden wij dan y-y =- (x—xo) dus

(@egens X,

X0

Yo
XX YYo= Rz.

Dit resultaat is ook op andere wijze te verkrijgen. Een rechte door het

punt P heeft de vergelijking ¥=Yo= m(x—xo). Hierin is m de nog te hepa-

len richtingscoéfficiént. Is (x1,y1) het andere snijpunt van deze rechte

met de cirkel, dan is, zoals bekend,

J4=y
M= x1—x? .
1, ° 2 .2 2.2
2 2
Nu is echter X, +y02= Ra; x12+y12= R", dus YV, E Xy TRy ,dus
10 e B
X4=Xg I+e T

Nadert het tweede snijpunt tot het ecrste, dan nadert de koorde tot een
rasklijn, wearvan de¢ richtingscoefficient gelijk is aan

X, +X X
lim - _...;‘_;__9_ = - ° ’
X, X, y‘l yo y0

waarmede het oorspronkelijke resultamt is teruggevonden.
Wij onderzoeken nu de betekenis van de rechte XX +YY o= 32 voor het geval
dat P niet op de cirkel ligt. Trek uit P de twee rasklijnen aan de cir-
kel, die deze in P1(x1,y1) en Pz(xz,yz) raken (ligt P binnen de cirkel,
dan zijn die rsaklijnen niet regel, maar dat is voor de redenering geen
bezwaar), De verg. der rasklijn PP1 luidt XX +YY 4= B2, Daar deze door P
geat, heeft men XXy +Y V4= Rz, hetgeen tevens betekent dat het punt
?1(x1,y1) ligt op de rechte xx +yy = R°, Evenzo ligt het punt P, op
deze rechte, zodat de gezochte rechte de verbindingslijn van P1 en P2
voorstelt. Men noemt deze de raskkoorde vgn het punt P,

j5e 3. Bewijs det de resklijn esn de oirkel (x-8)%(y-0)%= B® met
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richtingscodfficiént m de gedaante heeft y-b= m(x-a)* R'b’m§+1.

Opg. 4. Bepaal de vergelajklng een raaklljn in P(x ,yc) (raakkoorde
van P) ash de cirkel (x-a) +(y4b) . s voor het geVal dat P op (niet op)
de cirkelomtrek gelegen is.

Opg. 5. De verg. der rasklijn (raakkcorde) van een punt P(xb,yg) aan de
cirkel x2+y2+ax4by+c=o is te schrijven in de gedeaante

i

v B b .
xxb+3y0+~5—(x+xo)+~E«(y+yo) +c= 0.

Opg. 6. Bepaal de vergelijkingen der raasklijnen uit het punt (6,5) aan
de cirkel x2+y2—2x~4y*3 0.

Opg. 7. Bepaal de vergelijking van de omgeechren cirkel van de driehoek
waarvan de zijden de vergelijkingen

y= 0; 8y=15x 3 30x+16y= 15

bezitten.
Bij gegeven punt P(xb,ye) en cirkel C(x2 2. Rz) noemt men de rechte

XX +YY = R® e poollijn van P ten opzichte van C. Ligt P op de cirkel,
dan is deze poollijn de rasklijn aan C in P, ligt P niet op de cirkel
den is de poollijn de raakkoorde van P ten opzichte van C.
Stelling. Als Q ligt op de poollijn p van P ten opzichte van een cirkel
C, dan ligt P op de poollijngvan Q ten opzichte van C. Immers zi}j
P(x1,y1) en Q(xz,yz), den luiden bij C(x 2* Rg) de verg. der rechte
D en g Tesp. XX +yy,= R” en XX +YY o= 32, en hgt liggen van P opq 0f Q

op p werdt door dezelfde relatie Xy Xp+Y 4 Y o= R bepaald. Men noemt twee
punten, die aan deze relatie voldoen (dus op elkanders poollijn liggen)
téegevoegd of poclverwant ten opzichte van C.
Opg. 8. Ieder punt van een rasklijn asn een cirkel C is toegevoegd ten
opzichte van het raskpunt. Hiervan is het gevelg dat de poollijn van een
punt met de raskkcorde van dat punt samenvalt.
Wij bewijzen nu dat de verbindingslijn vam 2 poolverwante, niet op een
cirkel C gelegen punten P en Q die cirkel C in twee punten S en T snijdt
die harmonisch liggen ten opzichte van P en Q. Zij P(x1,y1), (xz,y2);
C(x 2 R%z 2\ Een willekeurig punt van PQ heeft dan de homogene cobr-
dlnaten (3x ﬁgxg, '\y1+/ty2,}¢+¢4§g en dit ligt op C als

(dy*/}kb (K/"‘Mvz) = FA:”:"‘/“ a)
dus h . ’ L
;\2 (x"lq- y’zh?¢?,2)+2"-}\/ﬂ {)(r)({% Y49 - IS 2, 2-2) __VQE(X; +‘;,/; 2 7{«2;)_::0

Hieruit volgen twee wasrden voor 'R'AA , die de twee snijpunten S en T
bepalen. Daer de punten P en Q poclverwant zijn, is x,x 2+yﬁy2=3221z2,
zodat deze vergelijking de gedaante A.) +§/& 0 bezit. Hieruit volgt
dat de som der wortels A\:«nul is, zodat wij deze kunnen aasngeven met
'X,men Ai-w), De punten 8 en T hebben dus de gedaante AP+/4Q en AP-4Q,
ﬁ@dat de dubbele verhouding (PQST) gelijk is aangk; “2& = -1, waarmede
rmonische ligging ven P,Q,8 en T beweszen is.
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Opg. 9. Beﬁijs dat het middclpunt van de cirkel x2+y2= R2 de oneigen- =
1ijke rechte tot poollijn bezit. Wat is hiervan het gevolg van de snij-
punten S en T van ecn middellijn met de cirkel? Wij zien dus dat men
het middelpunt van e¢n cirkel kan karekteriseren als de pool van de on-
eigenlijke rechte,
Mpp noemt twee rechten poolverwant ten opzichte van een cirkel als ze
elkaers pool bevatten.
Opg. 10. Toon aasn dat twee rechten (ué,vé,w1) en (u2,v2,w2) poolver-~
want zijn ten opzichte van de cirkel x“+y°= 32 als geldt

R2(u1u2+v1v2)= W W '
Opg. 11. Twee loodrechte middellijnen van een cirkel zijn poolverwant.
Opg. 12. De poollijn van sen punt P ten opzichte van een cirkel staat
loodrecht op de verbindingsrechte van P en het middelpunt van de cirkel.
Thans beschouwen wij de figuur van twee cirkels G1 en C, met vergelij-
kingen

2y

+y +2a¥. pyto,=0  (r= 1 resp.2).

Wij wensen ecrst de hoek dezer cirkels te bepalen, dat is de hoek der
rasklijnen in een hunner snijpunten. 2ij S8 zo 'n snijpunt, 2zij H1 en H2 '
de middelpunten van 61 resp. 02, en zijn 31 en 32 de stralen dezer cirkeles
dan heeft men wegens de cosinusregel

LA

en heeft M,= (-a,,-b,), dus w2 r2 ( dit is de macht van M, ten op-
zichte van cirkel 02) is gelijk ean 4812+b12—2a1a2—2b1b2+02. Verder is

B2= a{?+b12~02, zodat men vindt

=R 2.p 2
ZR1H2 CGQT = 31 +R2 M

23132 cosy = 2a1a2+2b1b2—c1—02.
Hiermede is de hoek?‘ bepaald.
Opg. 13. Yeef aan onder welke voorwaasrde de cirkels C, en C, elkaar lood-
recht snijden.
Opg. 14. Bepsal een cirkel die de cirkels x2+y2= 4 en x2+y2-8x—4y+20=0
loodrecht snijdt en gaat door het punt (3,2).
Opg. 15. ?ewijs, det er in het algemeen één cirkel bestaat, die drie
willekeurig gegeven cirkels loodrecht snijdt.
Opg. 16. PYepasl aan welke betrekkingen de coefficienten van twee cir-
kels 01 en 02 moeten voldoen, opdat Cq de cirkel Cz halveert, dwz. dat de
snijpunten van 61 en 02 uiteinden van eenzelfde middellijn van 02 zijn.
Uit de resultaten van cpg. 13 en 16 en het vroeger beschouwde zien wij,
dat het gaan door een punt, het locdrecht snijden van of het halveren
ven een gegeven cirkel aan een cirkel een voorwearde oplegt, die lineair
is in de coéfficiénten. Een gevolg hiervan is dat er in het algemeen één
cirkel besteast, die aan een willeksurig drietal van dergelijke voorwaardgﬁy
voldoet. |
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Opg. 17. Last zien dat het gaan van een cirkel door een punt P neer-
‘komt op het loodrecht snijden van die cirkel en de nulcirkel met P tot
‘middelpunt.
Opg. 18. Laat zien dat de eis dat een cirkel ¢ een cirkel G1 halveert
ermee aequivalent is dat C de met C1 concentrische cirkel C, loodrecht
snijdt, wearbij de straal van 02 het i-voud is van die van 01
Opgeve 17 en 18 verklaren ons hoe het komt dat de beschouwde voorwaarden
van analoge structuur zijn.

Wij beschouwen thans bij 2 gegeven cirkels met verg.-c1= 0, G2= 0
de kroumme met vergelijking 03= h01+;n02= 0. Het is duidelijk dat de
kromme C, door elk der snijpunten van 01 en 02 gaat, dus in het bizonder
door de cirkelpunten. 03 is derhalve een cirkel, die door de twee overige
snijpunten S en T van 01 en 02 gaat. Omgekeerd heeft iedere cirkel C,
die door de snijpunten ven 01 en 02 gaat een vergelijking die van de ge-
deante %C1+Lm02= 0 is. Immers laat geldecn

Gj= 01(x,y,z)= a1(x2+y2)¥b1x§+cﬂyz+d1zz= 0
Cp= Gz(x,y,z)z a2(x2+y&)+b2xz+c2yz+dzz2= 0.

terwijl C tot vergelijking heeft

2

C:cx(x2+y2)+bxz+cyz+dz = 0.

Kies een wilkkeurig punt P(p,q,r) op C » dat niet samenvalt

met een dier snijpunten. Het is duidelijk daat een kromme ven de gedaan-
te AG1*VMCQ= O bepaald kan worden die door P gaat. Immers men neme bv.
A= =Co(p,q,r) i = C4(p,qa,r). (Ga na dat ) enmniet beide nul zijn).

De zv gevonden cirkel heeft 3 verschillende punten met C gemeen, nl. P,

S en T en valt dus met C samen, indien S en T verschillend zijn en in-
dien deze punten van de cirkelpunten verschillen. Deze gevallen dienen
nog apart te worden beschouwd.

Vallen allereecrst S en T samen, dan beschouwen wij de verzameling der
cirkels. die in S =an 01 raken., Wij tonen asan dat zo 'n cirkel de gedaan-
te AC,+MC,= 0 bezit. Immers iedere eirkel met verg. AC,+ MCy= O snijdt
01 in punten, die eveneens voldoen aan ng 0 en dus slechts in 1 punt,af-
gezien van de cirkelpunten. Omgekecrd neme men op ¢sn willekeurige cirkel
c 7die in 8 aan 01 raeckt, een punt P, tone aan dat door P één cirkel

gaat die een verg., van de gedaante?xc1+/ACQ= 0 bezit en dat deze samenvelt
met C.

Tenslotte rest ons het geval dat S en T samenvallen met de cirkelpun-
ten. Lmat C, weer de verg. & (x +y2)+b pXZ+0 Yz, z%= 0 hebben. (rb 1,2).
De kromme a2c1 a102 geeat ook door de snijpunten van C1 en 02. Deze krom-
me is van de gednente z((ab)121+(ac)12y«ﬁd%g)= 0 en mag c, slechts in de
civkelpunten snijden. Derhalve is dit de kromme z.z= 0, dus (ab)12z(ac)12m
=0 ; (ad),,£ O. Hieruit ziet men dat C, de gedasnte A01+;x32u 0 bezit,
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Natuurlijk stelt omgekeerd deze vergelijking een cirkel voor, die Cy
glechts in de cirkelpunten snijdt.

Dasr van G en 62 de vergelijkingen zo te schrijven zijn dat zij slechts
in de constante term (oc. q. de term met z } verschillen, ziet men dat Cy
en 02 hetzelfde mxddelpunt hebben, maar ongelijke stralen.

Opg. 19. De isotrope rechten door het middelpunt van ecn cirkel raken
deze in de cirkelpunten.

Als gevolg van opg. 19 zien wij dat de concentrische cirkels c, en
62 in de cirkelpunten dezelfde resklijnen hebben, in welk geval men zegt
dat ze elkaar raken ( twee krommen raken elkaar nl. zodra ze in een hun-
ner snijpunten dezelfde rraklijnen bezitten). Concentrische cirkels ra-
ken elkszar dus in elk der cirkelpunten.

Wij kunnen de gevonden resultaten nog iets anders formuleren door
het begrip bundel in te voeren, Onder een cirkelbundel verstast men de
verzameling der cirkels met verg. 2 C +ﬁ‘62« 0, wearin A en M variaebel
zijn en c;”en 02 gegeven cirkels voorstellen. *

Opg. 20. Hee moet men'%an;\klezen om de cirkel (},i resp. 02 te krijgen?

Wij vonden dus dat er de volgende soorten cirkelbundels zijnt

1. Dc verzemeling der cirkels die decor twee gegeven eindige
punten gean. Wij kunnen dit geval splitsen in 2 gevallens

1a.D¢ cirkels bezitten reéle eigenlijke snijpunten.

1b.De cirkels bezitten toecgevoegd complexe eigenlijke snijpunten.

2. De verzameling der cirkels die een gegeven cirkel (of rech-
tel) in cun gegeven punt raken.

2. De verzemeling der cirkels, die concentrisch zijn met een
gegeven cirkel,

De saijpunten van twee cirkels 01 en C, bepeelt men het eenvogdigste
door da2” exsmplary C in de bundel op te sporen waasrin de termen x"+y
ontbrek :2. hevgeen door een passende keuze van'kenfksteeds mogelijk is.
Dit execuaplaer ¢ bestant dan uit de oneigenlijke rechte en nog een rechte
m. De reohte m heet de machtlijn der cirkels. Men hecft een bundel van
het typ~

1e Als m en 61 twee eindige anijpunten gewsen hebben
10 als m en 61 twee toegevoegd complexe snijpunten gemeen hebben
2 als m aan 01 reakt
3 als m oneigenlijk is.
De macht van ecn punt (p,q) ten opzichte van e-.n cirkel C X
+e,= 0 is p?+q2+arp+brq+c‘_ 0 (r=1,2).
Daexr m de vergelijking (a1~a2)x+(b1~b2)y+c1—02= 0 bezit, heeft ieder
pnat {p,q), dat op m ligt, gelijke machten ten opzichte van de twee ge-~
geven nirkels 61 en 02 en omgekuurd.j)erhalve is m de meetkundige plar=ts 8
der punten die gelijke machten hebben t.o.v. twee gegeven airkels.

2+y +arx¥bry+
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Opg. 21. Hoe groot is de macht van de snijpunten 8 (en T) ven C, en 02
ten opzichte van 01 en 02 in de gevallen 1a en 1b en 2%

Opg. 22. Bewijs dat de dric machtlijnen van 3 willekeurige verschillende
cirkels hetzij samenvellen hetzij elkeer in 1 punt snijden. Wanneer val-
len ze samen?

Dit laatste resultast leert ons een eenvoudige constructie van de
machtlijn van twee cirkels 01 en 02, die niet elkaar in reele purten
snijden, Teken een willekeurige cirkel 03, die 01 en 02 wel recel snijdt.
Bepnal de machtlijnen van 01 en 03 en van 02 en 03‘ De gezochte macht-
lijn gaat dan door hun snijpuint en staat loodrecht op de centraal van C1
en 02.

Opg. 23. De middelpunten der cirkels van een bundel liggen op één rechte
Opg. 24. Als een cirkel C loodrecht ctart op twee cirkels dan stast C
ook loodrecht op iedere cirkel van de bundel bepasld door C, en 02.'
Opg. 25. Alle cirkels die loocdrecht stasn op twee cirkels C1 en 02
vormen een bundel. Van deze bundel en de bundel bepaald door C1 en 02
liggen de middelpunten der exemplaren op loodrechte rechten. Men nosmt
deze bundels orthogonasal.

Opg. 26. Bewijs dat de basispunten van een bundel de centra zijn van
de nulcirkels van de orthogonale bundel. _

Opg. 27. Bewijs dat bij een raaskbundel de centra der nulcirkels van de
bundel en de orthogonale bundel in eenzelfde punt samenvallen,
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§ 13. Meetkundige pleotsen.

~ Wij wenscen thrns no te greon heoe men met de methoden der ~nrlytische
meetkunde ken komen tot het opstellcn veon de vergelijking der meetkun-
dige pl-~ts veon punten met een voorgeschreven eigenschrp.

In sommige gev~ollen is het mogelijk de codrdinnten von cen wille-
keurig punt =ls functies ven een prrrmeter t¢ bep~len, wreorns men door
eliminertie vrn die prr-meter de verselijking der gevrragde meetkundige
pl-ets vindt. Wij geven hicrvan ecn voorbeeld.

Zij gevr-rgl de meetkundige pla-ts der snijpuntcon ven twee lood-
recht 02 c¢lk-~r stonnde rechton, dis 2oor twee gegeven voste punten 4L
cn B gran,

Wij kiczen het o menstelsel zo dat men heeft i(-e,0) ;B(c,0). Een
rechte door 4 heeft tot vergelijking y=m(x+c) en de da~rop lcodrecht
stnrnde rechte door B bezit de vergelijking y=- % (x-c). Wij lossen het
stelsel

I4

(p  jymiso)
iyw- g (x-¢)
op en vinden
1-m? 2m :
X= c 3 y:——-—-—-—§ c.
1+m 1+4m

Thene climineren wij m uit deze betrekkingen en vinden x2+y2=02. Hier-

bilj zi] evenwel opgemerkt det de gevolgde weg nodeloos gecompliceerd is.
Ds gevr-zgde m.p. wordt gevonden door eliminstie ven m uit de betrekkin-
gen (2), mear het stcleel (2) is sequivalent met het stelsel (1), dus
vindt men de gezochte m.p. ook door eliminstie van m uit het stelsel (1),
hetgeen ons dircet leert 32=02ax2.

Het is doze bekerting die mep veclel kan toepnseen om de wergelij-
king der gezochte m.p. te vinden. Wij geven nog cen voorbceeld,

In cen driehoek ABC trekt men cen willekeurige rechte DE//LB.(D op
4C; E op BC). Bepeel de m.p. ven het snijpunt van AE en DB, als deze
rechte zich evenwijdig nen zichzelf verplantst.

Kics het resenstelsel zo, det men heeft L(-2,0); B(b,0); C(0,0).

D¢ vergelijking van .C is den - % + % = 1, dus =-cx+ay=ac en evenzo die
ven BC cx+by=be. De vergelijking ven DE zij y=p, dus ne snijding vinadt
men DY ﬁEgEE,p); E( EE%EB,P). De vergelijkingen van LE resp. BD luiden
den

y= —S (x+8)y y= —LE—(x-b).

be-bp+ac - np=-ac-~ch
Eliminntie van de parsmeter p hieruit levert one direct

x I .4
ywﬂgmi—c 1.
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Opg. 1. Verklser het optreden ven y=0 en bewijs meetkundig de juistheid
der anderc gevonden vergelijking.
Opg. 2. Beprel de m.p. der middens der koorden ven de cirkel x2+y2=a2,
welke genn door het punt (b,0).
Men vindt beh~lve x=b als m.p. de cirkel x2+y2—bx=0. In het geval dat
b>ea cn dat men slechts op rceéle punten ("echte koorden®) let, treedt
slechts het gedeelte ven de cirkel x2+y2~bx=0, det binnen de cirkel
x2+y2=a2 ligt, e2ls m.p. op; het overige gedeelte noemt men dan perasi-
tisch. .
Opg. 3. Bepmal de meetkundige pleats der snijpunten der diasgonnlen
dcr rechthoeken PQRS beschreven in een gegeven driehcek iBC, waarbij
PQ op 1B ligt en R ¢én S resp. op BC en AC liggen.
Opg. 4. Door de punten L4(2,0) en B(0,b) trekt men loodlijnen 4P,BQ op
een veranderlijke rechte dcor O. Bepaal de m.p. ven het midden van PQ.
Soms kan men de m.p. gemakkelijk bepelen dcor invoeren van meer parame-
ters welke dan uit een voldoende mantal betrekkingen dienen te worden
ge€limineeryd.

Zij b.v. gevrasgd de m.p. van de middens der koorden IB door een
cirkel, dic¢ geat door O en een vast punt P(p,q), afgesneden van de assen.

Zij zo 'n cirkel x2+y2+ax+by=0. Dasxr P er op ligt heeft men
p2+q2+ap+bq=0.

Verder vindt men vooer A (b.v. op de x-as gelegen) als codrdinaten
(-a,0) en voor B(0,-b), dus voor M heeft men

b
=3i1v=3.

Men eliminere dus =2 en b uit

p2+q2+ap+bq=0 § X=— % 3 y:.--%

en vindt direct

2px+2qy=p+q°

voor de vergelijking der m.p.

Opg. 5. Bepaal de m.p. der middens der koorden van de parsbool y2=2px,
welke door het brandpunt gran.

Opg. 6. Van een rechthoekig trapezium is de rechthoekszijde gegeven.
Bepael de m.p. ven het snijpunt der disgonalen als het product der even—
wijdige zijden constent is.

Opg. 7. Een rechthoek LBCD heeft een constznte omtrek. Het hoekpunt 4
ligt vest; B en D bewegen zich over twee vaste loodrechte rechten die
door 4L gran. Bepanl de m.p. ven het snijpunt van BC en de locdlijn uit

A op de disgonral BD. .
Soms ken men direct de betrekking tussen de codrdinaten ven een wille—
kaurig.punt ven eecn m.p. bvepalen zonder parameters in te voeren.
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Zij gevrergd de m.p. der puntun, wa~rven de afstanden tot twee gegeven
punten ecn comstente verhouding (k) hebben.

Kies het assenstelsel zo, dat de gegeven punten zijn E(-c,0) en F(c,0).
Yoor een willekeurig pqu_P(x,y) der m.p. heeft men dan )

(x+c)2+y =k (x-c)2+y2,

2
2+y2+2c 1i§§ x+02=0.{cirkel ven Apollonius).

1=k°

waaruit na herleiding volgt x

Opg. 8. Ga cck het geval k=1 ne.

Opg. 9. Beprel de m.p. der punten wanrvan de afstand tot de basis van
een gelijkbenige driehcek middenevenredig is tussen de afstanden tot
de benen.

Opg. 10. Bepaal de uw.p. der punten wearvan de som der gquadraten der
afstanden tot de hoekpunten v~n een gegeven driehoek constant is.
Opg. 11. Gegeven is een punt P(p,q). Ben willekeurige rechte door P
snijdt de codrdinmstassen in A en B. Op AB bepsalt men een punt Q zo-
denig dat PA=QB is. Bepaal de m.p. van Q als die rechte om P drasait.
Opg. 12. De punten A en B liggen zo op de parabool y2=29x, dat hoek
LOB recht is. Beparl de m.p. ven het vierde hoekpunt C van de recht=
hoek AOBC als 04 om O drmait,

Opg. 13. Gegeven is eun cirkel en een punt P crbuiten. Door P trekt
men een rechte die de cirkel o.n. in 4 snijdt. Op AP bepealt men een
punt Q zodanig dat LP.AQ constent is. Bepesl de m.p. ven Q als AP om
P dreait.

§ 14. Do kegelsncden.

Wij beschouwen thons nogmeals de algemene vergelijking van de twee-
de graad, die wij schrijven in de gedesante

2 2
£x,y)= &yqX +2a1213+3223 +?a‘31§2923y+a33=0.

De snijpunten met de oneigenlijke rechte worden hepaald door
a41x2+2a12xy+822y2=0, dus deze zijn redel verach%llend, I'shel semenvel-~
lend of toegevoegd complex al nnar d¢ discr. 8,5 244855 Va0 Gsng kwa-
dratische uitdrukking positief, nul of ncgatief is. Wij beschouwen 1.
determinant

Ban Bun B X
a a11 912 &13 (hicrin verstret men onder oy hetzelfde als
- 21 22 23 a,,en verder is a,,=2 Byn=805)
| 175438 #32%%237

en merken op dat de beschouwde discriminent juist gelijk is asn de mi~
noxr ABB‘
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Wenst men de vergelijking door transformetie van het esssenstelsel
in een eenvoudiger gedasnte te brengen, dan ken men beginnen met het
assenstelsel zo te verschuiven, dat de oorsprong in het middelpunt
(xo,yo) van de kromme {indien deze 2lihens een middelpunt bezit) komt
te liggen, d.w.z, det de termen ven de eerste graad in x en y in de ver-
gelijking ontbreken. De verschuiving had ‘zorls wij vrosger (zie § 5)
zegen, de gedarnte 1

x=x"+X, § y=y'+y,,

wearbla x, en y, bepanld worden deor

Q

i*11x ot8ya¥ot8y3=0
X +a22y0+a23
Wij merken nog op dat men deze vergelijkingen ook wel ken schrijven in

de gedaante %§ =0 ; %ﬁ =0. Het stelsel is oplosbear als de coeffi-
o o

cientendeterminant, welke juist gelijk is aan A,,, ongelijk is aan nul.
Is A33=0 den heeft de kromme slechts dan een middelpunt ( maar dan ook
oneindig vele) als ook

#11 ®13| = 0, d.W.z. 4y,= 0.

B, 8
21 723

D¢ vergelijking der kromme is drn te herleiden tot

2 2 2
244 % +2a.11 24 0XY+240 y +2a11a13x+2a12 13y+a11a33=0,

dus
(a11x+a12y+wﬁ)(a41x+a12y+w2}=0,

waarin Xy en X, de weortels zijn der vergelijking x2+813><+a11 33=0

Men krijgt twee evenwijdige (of samenvellende; dit treedt op als ook
132”a11 33, in welk gevel de matrix ]} ijﬁ y zoals men gemakkelijk
inziet, de rang 1 bezit) rechten.

Opg. 1. Verklaar hoc men a=2n deze figuur oneindig veel middelpunten

kan toekennen,

Het geval L33=0; A12ﬁ 0 levert geen (eigenlijk) middelpunt op. Het heeft

geen zin ven oneigenlijke middelpunten te spreken. Oumder dit geval valt

cok de kromme met a11=n12=a22=03 313 of a23£ 0, zodat men dan twee rech-

ten vindt, wrervan er één oneigenlijk is. Zijn 313 en 323 beide nul,

dan heeft gaijﬁ weer de rang 1 en krijgt men de dubbelgetelde oneigen-
lijke rechte. Wij gean nu nog even na wanneer de kromme ontbindbaar is.

Men hecft dan hetzij twee elkasr in het eindige snijdende rechten, of

twee rechten weervan er één oneigenlijk is, of twee evenwijdige of twee

samenvellende rechten. In het tweede, derde en vierde geval, dat wij

recds beschouwden, is a=0. Wij tonen aan dat det ook in het eerste geval

go is. Z2ij nl. (xb,yo) het snijpunt der rechten, waaruit de kroume bestasn.
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Leat deze resp. richtingsco¢fficiénten m, en m, hebben dan heeft de
kromme tot vergelijking op het stclsel met (xa,yo) tot corsprong
a11x‘2+2a12x'y‘+a22y*2=0
woarin m, en m, de. wortels der vierkentsvergelijking
322m2+2a12m+311=0
zijn. Nu vonden wij in § 5 (en in verband met § 6, opg. 5) dat na die
verschuiving de kromme de vergelijking
2+2a12m'y'+a223‘2+ E?; =0
bezat. Wij zien dus dat ook in het beschouwde geval geldt a=0.
De gevonden resultaten vatten wij samen:
1°: Rang Uaiju is gelijk aan 3. Men krijgt een kromme, die niet uit
rechten bestart (of, zoels men dat noemt?“%edegenereerd of ontaard is).
2°: Rang ﬂaijﬂ is 2. Men krijgt twee verschillende rechten. Men kan
het assenstelsel zo transformcren dat de kromme tot vergelijking krijgt
xe-y2=0 of x2+y2=0. Is A33=0 dan lopen ze evenwijdig of één van hen is
oneigenlijk. Men kan het assenstelsel zo transformeren det de kromme
tot vergelijking krijgt x2—1=0 of xz+1=0 resp. x=0.
3°: Reng Haijﬂ is 1. Men krijgt twee al of niet oneigenlijke samen-
vallende rechten, die wij de vergelijking x2=0 resp. zz=0 kunnen laten
krijgen.
Rest ons nog het geval 1° te behandelen, waarbij de kromme de vergelij—
king
3111‘2+2312x'y‘+a22y'2+a33'=0

(1) a11x’

bezat met
v & ;
23y'= IE; (wearin aA33£ 0).
Wij vonden vrocger (§ 5) dat dcor een draaiing over een hoek X met
a
ﬁ; Ay = E——é%—— de kromme de gedaantc
11 722
- 2 200 o
2y X' Hagytagy= 0
kreeg, waarin
2

Byq'+8pp'= Byq¥Bnoh Biqal,s= ByqBpp=Bp .
De nieuwe coéfficiénten a11' en 322‘ zijn due direct te vinden als wor-
tels vaen de vierkantsvergelijking

2 2

8°—(ayy+agp)8tay 48558450,
welke wij schrijven in de gedaeante
21178 B2 |
842 B27
_Dit resultaat zullen wij later langs cen endere weg direct afleiden,

w‘
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Wij krijgen ecn ellips als 311' en azz' hetzelfde teken hebben en 833'
‘een hiersan tegengesteld teken. Hebben deze 3 coefficienten alle het~
zelfde teken, dan krijgt men een imsgineire ellips (zgn. nuldelige
kegelenede). Deze gevallen treden op bij 311‘a22'?> 0, dus A33:> 0.

Bij A3B~< 0 daarentegen hebben a11' en 322' verschillend teken en krijgt
men een hyperbool.

B Tenslotte merken wij op dat door verschuivingen en draaiingen de
uitdrukkingen e, &33 en 2, 42,5, ongewijzigd blijven. Behalve door uit-
¢ijferen is dit direct in te zien, gelet op de betekenis ven a=0, en,
wat betreft 4yy en &y +ay,, blijkt ait o.a. uit het feit dat dcze groot-
heden resp. het product en de som der groctheden a11‘ en a22' zijn, wel-
ke direct met de aslengten der kegelsnede samenhangen.

Wij laten nu zien dat een mantal der beschouwde kegelsneden hun
na~m ten rechte dragen d.w.z. dat zij als doorsnijdingen van een plat
vliek en cen omwentelingskegel kunnen worden verkregen.

Een raskvlak aen een kegel gecft als doorsnijding twee seamengeval-
len rechten, terwijl een vlek door de top, dat de kegel snijdt, als door-
snijding twee rechten geeft. Later zal blijken dat een vlak dcor de top,”
dat de kegel verder niet (reéel) snijdt een dcorsnijdingsfiguur van
twee toegevoegd complexe rechten oplevert.

Wi} beschouwen nu een vlek V dat niet door de top T van de kegel
gaat en een hoek met de as matkt, die groter is dan de halve tophoek
van de kegel en geven het bewijs ven Dandelin dat hierbij een ellips
als doorsnijdingsfiguur optreedt.

Bepaal de twee, de kegelman-
tel volgens een cirkel rakende bol~
len, die V resp. in E en F raken.
Pen willckeurig punt P van de door-
snijdingsfiguur hee¢ft de eigenschep
PP=PG(G op TP en op de bol die V in
E reakt; immers twee rasklijnen uit
P oan eenzelfde bol zijn even lang)
en PE=PH (H op TP en op de anderse
bol), dus PE+PF=PG+PH=GH. De lengte
ven GH is onafhankelijk van de keuze
van het punt P, en wel GH=CJ=BF+BE=
=BP+AF=iB. De doorsnijdingskromme
voldoet dus con PE+PP=/B en is dus
een ellips met brendpunten in E en F.
Wij leiden uit de figuur nog ecn evigenschap af. Leat het vlak V het
vlak van de; cirkellGC snijden volgens een rechte d. Dan is 4 L ABT want
dit ie het geval met V en vliek2GC, dus 4 L LB. Trek PP' in V lcodrecht
op 4, Den is FP':PP=FP':PG. Zij P, de projectiec van P op 4B en lsat het
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vliek door P evenwijdig met vlek GC <Ze beschrijvende TJ snijden in K.
Dan heeft men PP*:PG::P1S:KC:BS:BC:LS:LI}:U;S—BS):(AB-BC):—J;B:EF, dus
PP'":PF=AB:EF, d.w.z. de afstandern van een punt der ellips tot een brand-
punt en een richtlijn verhouden zich als de brandpuntsafstand en de lan-
ge as.

Kiest men het vlak V evenwijdig met een beschrijvende LT, dan b1lift
de afleiding PP':PF:PP':PG:P@:KC:BS%OS gelden en wegens BS=CS5 vindt
men PP'=PF, zodat de dcorsnijding een parabool is met F tot brandpunt.-
Op analecge wijze blijkt de docersnijding van de kegel en een vlak niet
door de top, dat met de kegelas een hcoek meskt, die kleiner is dan de
halve tophoek van de kegel, cen hyperboeol op te leveren. Wij merken nog
op dat de verhouding PF:PP' bij de ellips gelijk is =2an cia hetgeen men
wel de excentriciteit e der ellips ncemt, dus PF < PP! (vandaar de naam
ellips; ¢éMoimw = tekort schieten);
bij de parsbeol gelijk is aan 1 (wapxB«NAw = gelijk zijn aan)
tij de hyperbool gelijk is aan c:a (hetgeen men weer de excentriciteit
e noemt), welke verhonding mu > 1 is { Umggf=d\Aw = overtreffen).
Opg. 2. Bepaal de meetkundige plaats der toppen T der omwentelingske-
gels, die een gegeven vlak V volgens een gegeven ellips snijden.

Wij leiden nvg even in poolcodrdinaten de verg. der 3 beschouwde

kegelsneden af. Kies de poolas doeor hetb _Pf ¢ T
brendpunt F en lccdrecht op de bij F be-

horende richtlijn 1. Dan heeft men voor :

een punt P(r,;n) der kegelsnede r=PF=e.PP'= ; el AP
=e(d+r cosg ), dus t F

oo de

1-e cosg °
Deze verga?ijking stelt de 3 kegelsneden tegelijkertijd voor. Is e 1
dan bestaan er twee richtingend: met e cos¢.=1, dus de kromme bezit twee
oneigenlijke punten; is e=1, dan heeft de kromme juist één oneigenlijk
punt, bepaald door cos¢=1, dQus (f:—o dus dit punt is het coneigenlijke
punt der X-as. Voor e <. 1 is er gecen (reele) hoek @ met e cosp =1, dus
de kromme bezit geen retle oneigenlijke punten.

Wij zetten nog even de gevonden vergelijking om in een met recht-
hoekige codrdinaten en vinden dan

x2+y2-62(d+x) e ,

d z
x“' 6 ) "("1" 'e"g—)z ?

1=-e

dus

derhalve krijgen wij bij e< 1 een €llips met essen a—-——-—-§ en b=—\7~—-§

dus o= --9-—5 en met middelpunt (c,0 ).
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Opg. 3, Herleid in de gevallen e¢=1 en e > 1 de gevenden poolvergelij-
king tot de bekeﬁdc vergelijkingen van parabocl en hyperbool. Gy
:Da elllps fﬁ + §§~ 1 is in verband te brengen met de hoofdcirkel x2 yz

= a2. Bij een willekeurig punt (a cosg , b 31n41) der ellips beschou-
wen we het punt (a cosp , @ sinqa) ven de hoofdcirkel en merken dat men |
uit ccn punt (x,y) van die cirkel het bijbehorende punt (x',y') der
ellips direct vindt deor de transfeormatie x'=x; y's= 2 y. Deze transfor-
metie is niet als een verplsatsing (vernohuiving of + ~draaiing) op te
vatten, Het is cen dllatatie in één bepaalde richting, Door deze trans-

2

formatic gaat de cirkel x 2_w2 cver in de¢ cllips 5§+ 15 =1, waaruit
a b

2

men kan afleiden dat de oppervlakte der ellips gelijk is a=n % T a"=T ab.
Onderwerpt men het gehele platte vliak san deze transformaties dan
gean punten in punten en rechten in rechten cver. Slechts ieder punt
van de X~as blijft op zijn plaats. Dit leert ons hoe sen reeklijn can
een ellips te trekken in een punt P! der ellips. Beschouw : dit punt
P' als het getransformeerde van een punt P aan de hoofdecirkel; trek de
rasklijn in P s2an die cirkel, die de ¥-2s in S snijdt. Dan is P'S de
rasklijn in P' 2an de e¢llips. \
Opg. 4. Construeer de razklijnen wit e<n punt Q' esan een ellips op een
dergelijke wijze.
Beschouwen we de constructie der raak-
lijn in P' aan de ellips nader. Zi}]
P'(a cos@ , b sin@), dus
P(a cos @, a 31n\?), dus 0S= cos
Men heeft PE= a+c cose 4 F? 2~C COS
dus PE:PF=( ==+ 0):( 5= - o)-(OSME):(OS—OF):ES:FS, dus S ligt op
de bultenblsecﬁrlx van [/EP' 33
Dit resulteat is ock anders in te zien., Kies G willekeurig op de
buitenbisectrix van die hoek EP'F. Maak HP'=FF(H op EP'). Dan is vecor
een willekeurig van P' verschillend punt § van die buitenbisectrix
QH=QF, dus QE+QF=QE+QH > EH=EP'+P'H=EP'+P'P=2a, dus QE+QF > 2a voor alle
punten QAP' van die buitenbisectrix. Deze bevat dus slechts één punt
(nl. P') dat cop de ellips ligt en raskt derhslve azn de ellips.
Opg. 5. Bewijs ecn overeenkomstige eigenschap voor de rasklijn in een
punt 2an een hyperbool.
Opg. 6. De rasklijn in een punt P van een parabool halveert de hoek
tussen de verbindingsrechte van P en het brandpunt en de rechte door P
evenwijdig aan de as. ~ 2
Evenals bij de cirkel kunnen wij bij dc ellips —§ 15— 1 de ver-

gelijking der raaklijn met gegeven richting bepalen en v1nden dan

y= mx Y a’m402,

' ; : 2 2
- Bij de hyperbceol % - fg 1 vindt men y::mx \J 2m2—b2 en bij de para..
Hicloen 5% 5l . e : TN L

%

-y,
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~bool y2~2px vindt men y~mx+~2— .

Opg. 7. Bewijs deze formules.

Opg. 8. Twee loodrecht op elkaar staande rasklijnen van een parabool
snijden elkaar op de richtlijn. Bij de beschouwde ellipsen snijden zij
e¢lkaar op de cirkel x +y2 a‘??o2 (orthoptische cirkel of cirkel van Mongé)a
Evenals bij de cirkel kan men de vergelijking der raaklijn in een punt
(xo,yd) van de ellips g %2 =1 beprlen en vindt dan §§9 + %%Q =1.
Ligt (xo,yo) niet op de ellips dan geeft deze lineaire vergelijking
ons weer de raskkoorde.

Opg. 9. Bewijs deze iwee eigenschappen.

Men noemt de rechte §§°+ X%’: 1 de poolijn van een punt (x )} on-

0'Yo
geacht de ligging van dit punt t.o0.v. de ellips. Het punt heeft de pool
dier rechte. Men heeft weer: De meetkundige plaats der punten,die op
hun eigen poollijn ten opzicht van een ellips liggen, is de ellips zel~
ve. De rechten die door hun eigen pool gaan zijn de raaklijnen aan de-
ze ellips.

Verder heeft men: ligt P op de pocllijn van een punt Q, dan ligt
Q ép de poollijn van P. '
Opg. 10. Bewijs ook deze eigenschappen.
Twee punten noemt men poolverwant, als ze op elkaars poollijn liggen.
Twee rechten heten poolverwant, als ze elkaars pool bevatten.
Tenslotte heeft men weer de eigenschappen:

Twee poolverwante punten liggen harmonisch met de snijpunten van
hun verbindingslijn met de ellips.

Twee poolverwante rechten liggen harmonisch met de raaklljnen uit
hun snijpunt aan de ellips.
Opg. 11. Bewijs deze eigenschappen. v

De gehele pooltheorie der ellips levert ons meteen de analoge pool-
theorie der hyperbool door overal b2 door —b2 te vervangen. 0ok voor de
parabool geldt de pooltheorie. Het uitgangspunt hiervan vindt men door
bij de parabool y2=2px de raaklijn in een punt (xb,yo) te bepalen, waar-
voor men vindt
| ¥Yo=p(x+x,) .
Opg. 12. Bewijs dit.
Opg. 13. De pool der oneigenlijke rechte ten opzichte van een ellips
of hyperbool is 2zijn middelpunt.
Opg._14. Brandpunt en bijbehorende richtlijn bij ellips, hyperhool of
parabool zijn poolverwant. ‘

WlJ voeren verder nog in het begrip toegevoegde mlddelllgnen bij
ellips en hyperbool,.

Begchouw een stel evenwijdige rechten y=mx+n, allen met dezelfde
door m bepaalde richting en verschillende n. Wij vragen naar de meet-
'kgndige plaats der middens van de koorden die zij van de ellipsi?#%;=/
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afsnijden.

De uiteinden van deze koorden vindt men als snijpunten van rechte
en ellips Hun x&ooordlnaten %y en X, voldoen dus san

§§ I ﬁgﬁiﬁl— =1 daus (22m2+b2)x%+28°mnx+a’n 2a%p2- 0.

a X,+X
De x—coordlnaat van het midden dier koorde is dus x=—1§—§ =
2 .
= ~§§Q§-§, terwijl de bijbehorende y-cobrdinaat van dit midden voldoet
a‘n~+b .

aan y=mx+n. De m.p. van het gezochte midden vindt men na eliminatie van
n wasrna men krijgt ' '

b
y:-———rx'
a‘m bzl
Het is dus een rechte y=m'x door de oorsprong met m'= - —5= . Gaat men

bmgekeerd uit van een stel rechten met richtingscoéfficiént m' dan vindt
men voor de meetkundige plaats der middens van de door afgesneden koor-

den 1
2
y= - ~%;T x= mx, dus men vindt de middellijn, die tot de eerste

groep koorden behoorde. 5
Twee middellijnen y=mx en y=m'x die voldoen aan mm'= - E? noemt men toe-

gevoegd. .
Opg. 15. Een middellijn valt met zijn toegevoegde samen als deze aan de
ellips raakt .
Opg. 16. De rasklijn in een punt P van een ellips loopt evenwijdig aan
de aan OP toegevoegde mildellijn.
Bij de toegevoegde middellijnen gelden de stellingen van Apollonius.
Beschouw de 4 uiteinden Pi(xi,yi) (i=1,2,3,4) van twee toegevoeg-»
de middellijnen. Men tekene in de punten Pi de raaklijnen aan de ellips,
welke een ongeschreven parallelogram vormen. De stellingen van Apollo-
‘nius zeggen nu dat voor alle dergelijke parallelogrammen de oppervlak-
ten en ook de som der quadraten der zijdelengten constant zijn.
Bewijss Beschouw de matrix

nooon

a b

2 22
D ? ‘ §b de ellips 1i X12 y12 x22 y22

asr P, en P, op de ellips liggen, heeft men a2 + b2 =1 3 ;ﬁ— + ;§—=1,

en daar OP1 en OP2 tocegevoegde middellijnen zijn, heeft men

Y4 Y2 _ _p2 ¥ X Y4 Y2

Rk AR TR B i abl ]

a ~ )
De beschouwde matrix is dus orthogonaal, waaruit volgt
2 2 2
p Y IR 2..p 2 2

-+ 5 = 13 ;5— + ng = 1, dus 0P1 +0I>2 = a-+b2, zodat de som

a a
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e

der quadraten der zijdelengten van hel omgeschreven parallelogram ge-
lijk is aan 8a2+8b2, terwijl de oppervlakte ervan gelijk is san de agb-
solute waerde van

X I | 2 g
x =4ab | =& T | , dus gelijk is aen 4ab, want
| ¥2 7 | x ¥
%2 2
a 'R

de waarde van een orthogonale determinant is + 1.
De gehele theorie geldt m.m. ook voor hyperbolen. Men kan echter
daarbij niet spreken van de 4 punten Pl, aangezien het zo is dat als

een middellijn de hyperbool =5 = X? =1 in P1 en P3 snijdt, de snijpun-
a b
ten der toegevoegde miildellijn met de hyperbool imaginair zijn. Om een

reéle stelling te krijgen, tekene men ook de toegevoegde hyperbool
2 2
52 - gg = =1 en vinde P2 en P4 als snijpunten der tweede middellijn met

a
deze hyperbool.

Bij de parabool y2= 2px gelden geen stellingen van Apollonius.
Wel is de meetkundige plaats der middens van evenwijdige koorden
(y=mx+n) weer een rechte, waarvoor men vindt y= % »
Opg. 17. Bewijs dit.
Opg. 18. Toegevoegde middellijnen van ellips of hyperbool zijn poolver-
want.
Opg. 19. Bij de parsabool 32=pr zijn de rechten y=mx+n en y= % pool-
verwant.
Opg. 20. De assen van een ellips of hyperbool zijn te beschouwen als
loodrecht op elkaar staande toegevoegde middellijnen.
Opg. 21. De rasklijnen in twee punten P1 en P2 van een parabool snij-
den elkaar in een punt P, Het midden van P1P2 zij M. Bewijs dat PK
evenwijdig aan de as der parsbool is en dat het snijpunt N van PM met
de parsbool het midden is van PM. Deze cigenschap is door Apollonius
gebruikt om te bewijzen dat de oppervlakte van het paraboolsegment
P, NP, NP, gelijk is aan é.opp,A ¥P,P,.
Opg. 22. Bepaal de top van de parabool 9x ~12xy+4y «30x—4y-2—0.

§ 15. Verdere eigenschappen van kegelsneden.

Heeds vroeger merkten wij op, dat een kegelsnede, aangezien deze
voorgesteld wordt door een vergelijking met 6 homogene coéfficienten,
door 5 punten bepasald is. De vergelijking van de kegelsnede door 5 pun-
ten Pi(xiryi)(i“112:3t4n5) luidt
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%% xy v ox oy A

X12 X434 y12 g 94 1 |

7 %yy Yy % Vo oo
'Xaz X33 3’32 x5 vz |
Xy Xg¥y Yy Xy Yy

x° xys  ¥s© x5 T5

Een analoge relatie is op te schrlaven in howogene coOrdinaten, waartoe

men moet overgaan, als c.a. onder de gegevenf}heigenllgke voorkomen.

De eerste rij der determinant luidt dan x2 Xy y2 XZ ¥z 22 _
Het gaan door een punt legt asn de coefficiénten vam een kegel-

snede één lineaire voorwaarde op. Men drukt dit uit door te zeggen

dat het gaan door een punt aan een kegelsnede een enkelvoudlge voorwaar=

de oplegt. Er zijn natuurlijk andere enkelvoudlge lineaire voorwaarden

can een kegelsnede op te leggen, waarvan wij bv. noemen het geven van

een asymbtotische richting (hetgeen in feite neerkomt op het geven van

ecn oneigenlijk punt) of van een asrichting.

Opg. 1. Bepaal de relatie waaraan de coéfficiénten hebben te voldoen

cpdat de kegelsnede een asrlchtlng y=mx bezitte .

Een hyperbool van het type «5 - 15 = 1 heet een gelijkzijdige
a a
hyperbool. Wi} bewwazen dat bij verschuiving en draaiing de som der co-

efficiénten 8, % en 850 VN de kegelsnedevergelijking constant isj bij
de hyperbool x °= a2 is deze som gelijk asn nul, dus dat is 00k het
geval met a11+322 bij de vergelijking der orthogonale hyperbool op een
willekeurig assenstelsel. De eis, dat een kegelsnede een orthogonale
hyperbool is, is dus een lineaire enkelvoudige voorwaarde.

Opg. 2. De eis dat een kegelsnede een parabool is, is een quadratlsche
enkelvoudige voorwasrde in de coéfficienten, ‘

Opg. 3. Onderzoek de eis dat een kegelsnede ontaard is.

Aangezien door 5 lineaire enkelvoudige voorwaarden cen kegelsnede
bepaald is, bestaan er oneindig veel kegelsneden, die aan 4 lineaire
enkelvoudige voorwaarden voldoen., Deze verzamellng kegelsneden bestu~
deren wij thans nader.

De 6 homogene coefficienten voldoen dus aan 4 homogene lineaire
betrekkingen, zodat elke coefficiént al3 een vast lineair compositium
Aal +/La 15 is van twee oplossingen (a11 seerBy3 ') en (311 reessByy ")
van ons stelsel vergelijkingen, welke twee kegelsneden X' en K ! bepalen.
Wij kunnen dus voor een willekeurige kegelsnede Kvan onze verzameling
schrijven K =02K'+ uk". Zijn1<1,K'2 enP<3 drie willekeurige verschil-
lende kegelsneden van onze verzameling dan bestaan er getallen pen 5~
zodanig dat k%:(#<2+ v%%.'lmmers wij bewezen het bestaan van 6 getallen

&:}11{4'{13 ‘Azt/uz'i 7\3:/“3: Z?d&ﬂig dat K1= '/\‘,I K"-l-—/"‘1 k‘"; Kz.z’/\zk'.i.})\gkni
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;<3i A r<'+/x3kr", waeruit dan na enige herleiding volgt

1 e +O"K met (3- L____lii O = M

(A )23 (M) 23
Opg. 4. Waarom mag men onderstellen (7&u.)23# 0%
Wij noemen de verzameling der kegelsnedenl(ﬁ met

*

K'l: ?kz* o 3’
waarin Ké en Kg gegeven kegelsneden zijn en de parsmeters (y en ¢ willekeu-
rig zijn, een bundel. Een bundel kegelsneden wordt dus door twee exempla-
ren, welke men de basisexemplaren noemt, bepaald. De verzameling der
kegelsneden, die aan 4 lineaire enkelvoudige voorwaarden voldoen, is
dus cen bundel, In het bijzonder is de verzameling der kegelsneden, die
door 4 gegeven punten, welke men de basispunten noemt, gaan, een bundel.
Snijden de basisexemplaren van een bundel elkear in'4 punten, dan
krijgt men omgekeerd e¢en bundel met 4 besispunten. Het is echter moge-
lijk dat de basisexemplaren minder dan 4 punten gemeen hebben. Zo heeft
b.v. de bundel kegelsneden (bestaande uit concentrische cirkels) '
'R(x2+y2)+}A22=O slechts twee basispunten (1,i,0) en (1,-1,0)., Uit het
bovenstaande blijkt voorts: Hebben twee kegelsneden vier snijpunten, dan
is iedere kegelsnede die dcor die 4 punten gaat een exemplaar van de
bundel, die door die twee kegelsneden wordt bepasld.

Wordt b.v. gevraagd de vergelijking van de parsbocl te bepaleq,dle
door de snijpunten der kegelsncden 8x2+2y2 10 en xy= 1+x gaat, dan
merken wij op dat deze parabool een vergelijking moet bezitten van de
gedaante

A (8X2+2y2—10)f/i(xy-1~x)= 0
en opdat dit een parsbool zij kieze menfhen/Lzo dat
 2-64 020, |

dus

i+

AL = 8) , wearna men vindt

gx? 8xy+2y2-10¥ 8x+ 8= 0,
zodat de gezochte parabolen zijn

8x2+8xy+2y2-8x-18=0

8x2-8xy+2y2+8x-2 =0.

Wij merken nog op dat in een bundel in het algemeen 3 ontaarde
exemplaren optreden, want opdat een kegelsnede (waarbij in de verg. van
L(1 enF(z de coefficiénten al3 resp. bij optreden)K’:’k}<a+;&F(2
van de bundel ontaard zij, is nodig en voldoende
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heg by P L Aaq3t by
Nay 4+ pby 5 NogptMbyy ’ka23+ﬁLbé3‘ =0,
NayqtMbyy  Ragot by, ‘ka +A4b33

hetgeen een cubische vergellgklng in \/M, oplevert, welke in hel alge-
meen. 3 oplessingen bezit, die sanleiding geven tot 3 ontaarde kegelane-
den. Heeft de bundel 4 basispunten A,B,C en D dan is het duidelijk, dat
deze 3 ontaarde kegelsneden de lijnen paren AB, CD; AC,BD; AD,BC zijn.
Omgekeerd zijn deze lijnenparen vask nuttig bij het opstellen van de
vergelijking van een kegelsnede(nbundel).

Zij gevraegd de kegelsnede, die gaat door de punten A(Q,1), B(0,2),
c(2,0), D(3,0) en E(4,3). Men heeft voor het paar 4B, CD de vergelij-
king (x+y=-2)(3x+y-3)=0, de bundel op A, B, C en D heeft dus de verge-
lijking (x+y=-2)(3x+y=3)+ Axy=0, dus opdat een exemplaar door (4,3) gaat,
krijgt men 5.12+412\ =0, dus A=-s.

De éezochte keéelsnede heeft dus tot verge113klng

3x xy+y -9x~5y+6=0.

Opg. 5. Bepazl de orthogonale hyperbool door de punten (1,2); (2,3);
(391)3 (O!O)-

Opg. 6. Bewijs dat er in het algemcen één parabool geat door de vier
hoekpunten ven een trapezium.

Opg. 7. Als een bundel itwee orthogonzle hyperbolen bevat, bevat deze
uitsluitend orthogonale hyperbolen,

Opg. 8. De hoogtelijnen van cen driehoek gszn door éen punt.

'Opg. 9. Bepaal de vergelijking der kegelsnede, die in het punt (6,0) =an
de x-as razkt en in (0,2) aan de y-a2s raakt.

Opg. 10. Door een punt P van een orthogonale hyperbool trekt men twee
loodrechte koorden, die de hyperbool verder in A en B snijden. Bewijs
dat AB lcodrecht staat op d: reeklijnm in P azn de hyperbool.

Aangezicn ook bij overgang van rechthoekige op scheefhoekige coOr-
dinaten een tweedegraadsvorm haar graed behoudt, heeft ecen ellips indien
de codrdinsstassen langs twee toegevoegde middellijnen worden gelegd,
een vergelijking ven de tweede graad, welke echter vrij eenvoudig is,
cengezien de termen met xy, met x en met y ontbreken,

Opg. 11. Bewijs dit. o 2
Derhalve bezit de €llips dan de vergelijking 5—— + ;7--1, waarin a' en
e’

b' de lengten der toegevoegde middellijnen zijn.

Ogg. 12. Bewijs een analoge eigenschap voor de hyperbool en voor de pa—
rebool. ‘
Opg.13. Bewijs dat de snijpunten van twec parabolvn met loodrecht op
elkaar staande aSTlchtlann gelegen zijn op een cirkel.
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Hoewel wij hier later op terugkomen, geven wij nog even asn hoe men
bij de willekeurige kegelsnede K f(z)= a%1x2+...+a3322 = 0 de poollijn
.van een punt P(x,,¥,,%,) vindt. Laat Q(x1,71s27) een punt dier poollijn

zijn, dan moeten de snijpunten Sl en 52 van PQ en K harmonisch liggen
met P en Q. Zo'n snijpunt S bezit coordinaten van de gedaante
('kxofﬁaxl, )y0+/4y1, %zdﬁ}Lzl) went S ligt op PQ. Daar S ook op K ligt
heesft men ook :

In deze betrekking zijn de coéfficiénten By 5 o0rYo?
zO,xl,yl;zl bekend te denken en dan volgen hieruit twee wasrden voor de
verhouding:\gua, die corresponderen met de 2 snijpunten van PO en K,

Zoals wij vroeger zagen, liggen die snijpunten harmonisch met P en Q

en de codrdinsten x

als de som der verhoudingen;ﬁ , die deze punten benalen, nul is, dus

als de som der wortels van (1), opgevati als vierkantsvergelijking voor
;% gelijk aan nul is. Deze vierkantsvergelijking (1) heeft de gedaante
AfAZ + B’%u + C‘pz = 0 en wij hebben dus de voorwaarde B = 0, Deze voor-
waarde zegt dus dat in (1) de coefficidént van ?Wt nul moet 2zijn en na
uiteijferen vindt men daarvoor

Xo¥q8y + (X¥93%97,) 2q, +(x 2p4x17 )85 + (7,77) 85,

+(yozl+ylzo)a23 * Ty By = 0 .
Deze uitdruk'+ing, die symmetrisch is in de drietallen (xo,yo,zo) en
(xl,yl,zl) is te schrijven in de gedaante

2 (xgivgrzg) - ¥E(xgaTga) O020070070)
1 VX, 1 0¥, “1 Bz,

af(xlyffly Zl) Bf(xlaylyzl) 2f<xlpylszl)
) EEN T Vo 3V A D24
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Opg. 14. Laat uit de voorlasatste betrekking zien, dat de m.p. der pun-
ten Q bij gegeven P, die aan de voorwaarde der harmonische ligging der
4 punten P, Q, 54, S, voldoen, een rechte is. ‘

Opg. 15. Toon uit de gevonden résu1taten nogmaals de stelling aan:
Ligt Q op de peollijn p van P, dan ligt P op de poollijn ¢ ven Q,



